CAritToLo IX

SISTEMI PITANI

57. Si passa ora allo studio di qualche problema particolare tra i pilt
importanti per le applicazioni, cominciando dai sistemi piani di deforma-
zione ¢ di tensione.

Si dird sistema piano di deformazione Vinsieme degli stati di tensione
¢ di deformazione nei punti di un corpo quando in ciascuno di essi si
verifichino le seguenti condizioni :

& == Y = Yy = U,
Qe _ by _ Ve

oz o o= oz

(51)

= 0.

La medesima definizione pud esser data mediante condizioni per le com-
ponenti dello spostamento, cioe

=0, Zf:gz:(), (51’)

@ meno naturalmente di un moto rigido: mentre infatti da queste ultime
discendono le precedenti immediatamente, & facile anche vedere come in-
versamente seguano dalle (51) le (317), mediante il segnente ragionamento.
Assegnate &, &,, y,, come funzioni delle sole variabili 2, %, 8i ponga da
prima nel piano il problema geometrico della determinazione di uno Spo-
stamento da cui derivino tali componenti della deformazione: problema
possibile pur che siano sodisfatte la prima delle condizioni (16) e le altre
eventuali condizioni intrinseche di congruenza (evidentemente comprese
anch’esse in quelle riguardanti il problema nello spazio), la soluzione del
quale sard data da due componenti di spostamento

S, ) =E@, )+ oyt &, 7w y)=rn(y)— v+,

essendo w, , &, 9, costanti arbitrarie (parametri di un moto rigido piano).
La soluzione dello stesso problema posto nello spazio senza particolari
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condizioni per le altre tre componenti della deformazione si ottiene mu-
tando w,, &, 5, in funzioni arbitrarvie di z, ed aggiungendo la compo-

nente ¢ ad arbitrio ; ma quando siano poste le condizioni &, == y., == y,, =0,
dovrd essere [ funzione solo di x ed y, ed aversi
00 o8 _doy, @y 6L am_doy o dy
dw 8z az Y Az’ gy ez dz dz ’
d d d
onde ovviamente —0 = 0, o _ cost., 10 — cost. Cosi lo spostamento
dz dz dz

aggiunto a quello dato dalle componenti &, 17_ risulta ancora un moto
rigido (*36).

Un caso di sistema piano di deformazione si ha considerando un ci-
lindro retto, e (assunto Dasse z parallelo alle generatrici) assegnando le
forze di massa sotto le condizioni Z = 0, ax = ;iy

oz oz
lele al piano xy e indipendenti da 2, e le forze sulla superficie laterale
sotto le condizioni

=0, c¢ioe tutte paral-

z’,nZ:O’ _— =

aventi lo stesso significato delle precedenti; e ponendo infine nei punti
delle basi { =0, 7, = 7,; = 0. Queste ultime condizioni potranno porsi
in concreto mantenendo le basi aderenti a due piani fissi perfettamente

l lisci. T chiaro che per la simmetria di tutte le con-

0 o z dizioni poste rispetto al piano della sezione retta s’
| e equidistante dalle basi (fig. 69) le condizioni riguar-
danti le basi stesse debbono verificarsi anche in

4 ¥ ogni punto di s’ (*38); la qual sezione divide dungue
Fig. 69 il cilindro in due che si trovano nelle stesse condi-

zioni di esso : considerando allora la sezione di mezzo
di ciascuno di questi, ¢ c¢osi continuando, si prova che le medesime con-
dizioni poste per le basi si verificano in una sezione prossima quanto si
voglia ad una sezione s qualunque, e quindi (per ovvie ragioni di conti-
nuita) anche nella sezione medesima, ossia in ogni punto del cilindro.

(*%6) 8i tratta naturalmente questa volta di un moto rigido spaziale,

(*37) n e t sono ovviamente le direzioni dellu normale e della tangente alla di-
rettrice del cilindro,

(*38) Lo spustamento deve risultare simmetrico rispetto ad s'; percido le compo-
nenti £ in due punti simmetriei debbono essere opposte. Cosi per la simmetria della
tensione debbono essere opposti in punti simmetriei i vettoriz, .
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Si vede infine immediatamente come da tali condizioni, ciocé =0,
V== Py. = 0, si traggano le (51’) che definiscono, come 8’¢ visto, il sistema
piano di deformazione.

E anche facile dimostrare che in ogni sistema piano di deformazione
sono verificate per ogni cilindro come quello considerato tutte le condi-
zioui poste sopra. Dalla definizione nella forma (51’) si hanno infatti im-
mediatamente quelle riguardanti le basi; mentre per essere indipendenti
da 2z tutte le componenti della deformazione risultano tali anche tutte
0%n __ 0Tt

quelle della tensione, onde le = —
oz 9%

cX oY o :
rr = ¥ = 0; e infine dall’esser nulle 7., € 7, risulta la 7,;==0, ¢ dalla
2 z
terza equazione indefinita dell’equilibrio la Z = 0.
11 caso di tale cilindro & poi evidentemente Vunico in cui il problema

= 0, ed ovviamente anche le

del corpo elastico si presenti gia a priori come problema riguardante uno
stato piano di deformazione. T dati di esso, forze di massa e forze alla
superficie laterale, come pure le incognite componenti della deformazione
e della tensione (o le componenti dello spostamento) sono funzioni solo
del punto della sezione retta del cilindro: in tal senso puo parlarsi di
problema piano.

58, Le equazioni indefinite dell’equilibrio divengono mnel caso qui
cousiderato
00, 0Ty -
—— - X=20
o ay +
0%ay

ar

00y

oy

- + Y =0,

restando la terza identicamente sodisfatta se si pone, come s’¢ detto,
Z == 0. Le condizioni di Saint-Venant si riducono ad una sola come sopra
s’¢ gia ricordato, ciot la

6'23:1: C’}zgy o OVaxy
@ - 6)‘ mm—— T
oy: o or gy

T chiaro allora e¢he si potra ricorrere anche ad una qualunque delle equa-
zioni di Beltrami, che non risulti sodistatta identicamente; o anche alla
gia considerata somma delle prime tre di esse, ciot la (50), che in questo
caso, essendo

1

0: == —(0s + 0y)

m

(dalla &, = 0, per la terza delle ({1%,)), quindi

P ﬁﬁ {0x + oy),

m
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si scrive
(m — 1) 4 (o, a,) - m 6X+ _8_55 = 0 (239), (52)
) cx gy

Le condizioni al contorno riguardanti la forza di superficie divengono

; Oz Oy | Ty %y = Jo

Tay %z —F Oy 0ty == fy.

Volendo da ultimo Tespressione delle componenti £z, & in funzione
delle componenti della tensione, ricordata la precedente espressione di O: ,
bastera applicare la prima delle (417,), che diviene

£

g, — %%Om* 1 [Oy + L(am 4 6,)

m m

onde per ovvi passaggi, ricordando la (44),

m—1 1
== o, 53
= om G (% m— 1 O’J) ' (53)

e analogamente
m —1 1
gy =——n- |0, — —— 0,}.
Y ImG \'"?Y m—1"

Nel caso che sia nulla la divergenza della forza di massa la (51) diverra
semplicemente A (o, + 0,) = 0: non comparendo pitt in essa nessuna co-
stante d’elasticitd, lo stato di tensione risulterd indipendente dal materiale
di cui il corpo ¢ costitnito quando sia posto il problema assegnando tutte
le forze al contorno. Quando si abbiano invece condizioni di vincolo non
isostatiche (naturalmente indipendenti da z), le costanti elastiche compa-
riranno nel porre le condizioni medesime, dovendosi innanzi tutto espri-
mere la deformazione per mezzo della tensioue; e cosl in generale com-
parirauno tali costanti nel caso dei corpi ciclici, anche se vincolati iso-
staticamente (*49).

(*39) I*er quauto s'® avvertito alla fine del paragrafo precedente si ha qui

52 d2

T oy

(*49) §’d gia visto in generale che in quest’ultimo caso e nel caso dei vinecoli
omogensi (sotto la condizione indicata alla fine del paragrafo 56 per i vineoli clastioi)
comparird la sola costante m qualanque sia il sistema delle forze di massa; compa-
riranno tutt’'e due le costanti nei problemi di coazione elastica.
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Compreso nel caso ora considerato & quello delle forze di massa
nulle ; al quale ci si pnd sempre ridurre in modo analogo a quello indi-
cato al paragrafo 56, essendo nota una soluzione valida in tutto il pia-
no (*). La soluzione pitt generale del sistema delle equazioni indefinite
@’eqailibrio, posto X = ¥ = 0, & evidentemente

82F 321’” 821;1

Ox:(?T’,ga Oy =~ 31 txy:_axay’ (54)

essendo F(z,y) una funzione arbitraria, che ammetta le derivate seconde
sodisfacenti alle condizioni i continuitd stabilite per la tensione. La con-
dizione di congruenza (52) diviene allora

HPE=0:

cosl il problema & ridotto alla ricerca di una funzione F(x,y) biarmonica,
che sara detta funzione di Airy, per la quale restino sodisfatte le assegnate
condizioni al contorno, nonche le altre eventuali condizioni di congruenza
di cui s’¢ detto in generale.

Poiche la soluzione dovrd essere unica quando siano assegnate al

contorno tutte le forze, cioé (per la (54)) quando siano assegnate le deri-
OPF R o
vate seconde T2 anal’ essendo n e t le direzioni della normale e della
tangente al contorno medesimo (da intendere come direzioni fisse), resta
cosl anche dimostrato indirettamente che tali derivate (assegnate in modo
da sodisfare alle condizioni complessive d’equilibrio) definiscono la fun-
zione biarmonica a meno di una funzione additiva lineare. (Trattandosi
di tensioni dovute solo all’azione di forze, risulteranno continue in ogni

punto tutte le derivate seconde e terze di F.)(24?)

(?#) B chiaro che usando ancora la soluzione di Lord Kelvin il problema verrebbe
svantaggiosamente riportato dal piano alle spazio.
(*#*) Per lo spostamento si trovano le espressioni
1 F - 1 F

E=§—ﬁ >’ 7?=’7—7357y':

assendo &, # funzioni armoniche coningate definite dalle relazioni

a"g’_a%_m—l
dr Dy Im @

)

bl

& meno di una funzione lineare, eiod rispettivamente w,y + &, — w,x 4+ 7,. (Risulta

Y x
DE dn m—1 24r dAF
>y oz om G j Y ay + W ) yeo o -+ @,
0 h]
T Yy
m — 1

dAF “(odw
2m G f oY da _j ( o% )m=0dy2 T %)
0

0
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99. Come importante e semplicissimo esempio si consideri un cilindro
eircolare cavo (tubo) soggetto all’interno e all’esterno a due pressioni nor-
mali uniformi, rispettivamente p; e p., essendo nulle le forze di massa
ed avendosi sulle basi le condizioni { =0, 1, =
=1, = 0 gid considerate in generale (fig. 70).
Converra ovviamente trattare il problema in
coordinate polari, ponendo il polo nel centro
della sezione: & chiaro per ragione di simmetria
che saranno direzioni principali della tensione
e della deformazione le direzioni » e ¢ della
fig. 71, cioe che risulterd 7,= 0, e che o, e ¢
saranno indipendenti dalla anomalia w, e tale
pertanto potra assumersi anche la F. Risultera
inoltre lo spostamento (a meno di un moto rigido) diretto secondo il
raggio » e indipendente anch’esso da w.

Per il passaggio dalle coordinate cartesiane
alle polari potra procedersi vantaggiosamente al
modo seguente. Sara intanto

Fig. 70

0]

o b ar, & dw
dx or dx ' dw dx’

ossia, per essere

or oS o dm 1 ot 1 o8 _+ 7 1 . —
— == (0SS St Rl el —— o (1§ 1, o) — ] == e— — 811l ®
da b r du r 2 7 d
— 1 . — 3
— = COS ) — — — SINn W —— .
ox or 7 W

(L’angolo w & riferito all’asse x, che sard fatto poi coincidere con »;
Panomalia @ ¢ invece riferita a un asse polare fisso arbitrario; quindi
® = w — w,, essendo w,; Panomalia dell’asse x.) Analogamente si ha

Siccome le componenti o, , g, della tensione in un punto qualungue sono
le derivate seconde della funzione di Airy rispetto ad z ¢ ad y quando
si faccia coincidere Passe cartesiano x con Vasse » passante per il punto
medesimo (e quindi y con t), converrd nell’ esprimere gli operatori
32 &2

——53 3 considerare subito tale coincidenza ponendo dopo la derivazione
ox?’ oy*
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cos o =1, sihw=0: si otticne cosi

&2 82 PN 1 8 1
Gk (GloTa b

Sono dunque queste le espressioni generali delle derivate seconde sud-
dette, cioc quelle secondo le direzioni » e t riguardate come direzioni
fisse (assi cartesiani); e cosi la loro somma & DPespressione generale del-
Poperatore 4 (indipendente dalla direzione degli assi).

Nel caso qui considerato potrd assumersi la funzione di Airy, come
s’¢ detto, indipendente da w, quindi sard

aA*F 1 dF’
Ar = dre_}_ r dr’

e 8i porra allora

1 r
F = —A4»® 4+ Bln—-
2 + R
(funzione finita e continua insieme colle derivate di qualunque ordine nel
campo considerato), dove A, B ed R siano costanti arbitrarie, risultando
infatti AF = 24, quindi 42F = 0(*3), Ed essendo espresse in generale
0 © 0y, come §'¢ gid detto, dalle sopra indicate derivate seconde di F, e
G, = W (Ug —l— O',,.), risulta
B B 24
9 s Or=A+_2', OZm_—o

0'3=A— 3
r r m

Tali espressioni sono sufficienti a risolvere il problema contenendo due

costanti arbitrarie, che possono determinarsi in modo che risnlti g, — — D;
3 , ” 1
per r=7;, ¢ 0, = — p, per » =r,. Le espressioni finali della tensione
8S0N0
1 s
L + 2 a2 Py ——py Y,
Or = p2 g2 -p(‘ 70 pi L + (-2)(‘ pi §2 :
e i
1 7.2 ,).‘_?
O = — ——=Ip 12 —pri—(p —p) =
! ¥ — 3 LK L ¢ AT
. 02 2
2 p,r:—p ¥
0; = — — 2 ' — costante (2#),
m 1'f — r?

(*3) 8i vede facilmente dalle espressioni della nota precedente (ricordando che
A & costante) ohe risulta uwno spostamento radiale e indipendente dall’anomalia, co-
me ovviamente s’era previsto.

(*44) Pur frattandosi di un corpo ciolico, si & avuta questa volta la soluzione
senza considerare esplicitamente la condizione di nenodromia dello spostamento, perohe@
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La fig. 72 mostra I'andamento di o, ¢ o, (posto p 77> p %)

§ Si pud osservare che per p, =0 (sola
pressione interna) risulta
2 2
0 . ! /)e + Ir'é .
Gz("i):_l’im>?i-
e i
b\
/ r,,'\< al lembo interno la trazione in direzione
/ tangenziale supera sempre la pressione ra-
Fig. 72 diale, qualunque sia lo spessore del tubo.

60. Ricordata la definizione (51) del sistema piano di deformazione,
si potra definire per analogia come sistema piano di tensione quello carat-
tarizzato dalle analoghe condizioni poste per le componenti della tensione,
cio¢ dalle condizioni

06, 00, 0T,
Y wy
UZ:ETZ,B—:T:I/.Z:()y _— = = 20,

0z 0z oz

Si puo osservare subito che formalmente la sola differenza tra il sistema
cosi definito e il sistema piano di deformazione ¢ quella riguardante le
componenti o, e g: sono nulle Infatti in entrambi i sistemi le compo-
nenti 7,7, come le y.,,y,., ¢ tutte le componenti di deformazione
¢ di tensione sono indipendenti da z. Mentre nel sistema piano di de-
formazione si aveva, con & =0, ¢, = %(aw —+ 0y), si ha qui con g, =0,

1
&= ——— (ex + &) (dalla terza delle (417)).
Le due prime equazioni indefinite dell’equilibrio assumono la stessa

forma del caso precedente, e la terza d& anche qui la condizione Z = 0.

si 8 trovato uno spostamento indipendenie da w. E ¢id 8 dovuto, come s’® visto nella
nota precedente, alla scelta di nna soluzione della A*F =<0 per la quale &8 AI = cost.
L’equazione A42F =10, con F dipendente dalla sola r, ammette un’altra solazione

indipendente da quella considerata, cio® il prodotto r?ln —é—; ma essendo

A(r”n—%):tl (1 + In —11?),

per tale fanzione di Airy lo spostamento non risnlterebbe indipendente da « (nd
funzione periodica eon periodo 2z), perecid non sarebbe sodisfatts la condizione di me-
nodromia.
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La differenza essenziale tra i due problemi si manifesta invece nelle con-
dizioni di congruenza, poich® questa volta esse non si riferiscono piu a
un problema geometrico (integrazione della deformazione) posto nel piano,
e si capisce percio che non basterd pilt la sola prima delle (16). Si ri-
scontra infatti immediatamente che soltanto la quarta e la quinta di que-
ste sono ora identicamente sodisfatte, mentre dalla seconda, dalla terza
e dalla quarta si ottiene

82£z —_ 8283 . 8282 _
da® oyt dwrdy

La & risulta dunque necessariamente funzlone lineare; e poiche dalla
terza delle (413) si ha (con o, = 0)

1
& = — @(% + o),

dev’essere una semplice espressione lineare in x ed y anche la somma
6y -+ oy. Si vede cosi che il sistema piano di tensione & in realta uno
stato molto pill particolare del sistema piano di deformazione, e pero di
assai minore interesse.

Invece della prima condizione di Saint-Venant potra poi considerarsi
anche qui la (50), dalla quale, essendo per quanto ora 8’¢ visto A(g,+0,)=0,
si ottiene semplicemente

ox_ oY _,
oxr oy
Si ha dunque una condizione per i dati del problema (come la Z = 0,
comune al caso precedente), necessaria affinché possa aversi un sistema
piano di tensione: dev’essere nulla cio¢ la divergenza della forza di massa.
Come le equazioni d’equilibrio, cosi anche le condizioni al contorno si
esprimono infine formalmente allo stesso modo del caso precedente.

Le espressioni di & ,¢, in funzione di 0., 0, risultano questa volta
dalle (413) immediatamente :

=™ s -2
T om 1) G\ m

L m Oy
v serme (v %)

10 interessante osservare che esse sono le stesse (53) del sistema piano
di deformazione, mutato m in m — 1.

D. Bonvicint - B. DaLr'Aario — La teoria dell’elasticitd. 12
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Quando, risolto un problema di deformazione piana nel caso partico-
lare delle forze di massa a divergenza nulla, si ottenga per la somma
65 + o, un’espressione lineare, le stesse o, 0, € 1, apparterranno anche
ad un sistema piano di tensione (evidentemente colle medesime forze di
massa ¢ le medesime forze al contorno della sezione). Essendo in questo
secondo stato o, =171,, = 1,, =0, 81 avra cosi la soluzione del problema
riguardante lo stesso cilindro, ma questa volta colle basi libere (*%5).
Quest’ultimo problema avrd invece per soluzione uno stato non piano nel
caso generale, quando cioé nella soluzione del primo la somma o, + o,
non sia lineare (come avverra necessariamente, per la (51), quando non
sia nulla la divergenza delle forze di massa).

Per il tubo considerato al paragrafo precedente esiste anche lo stato
piano di tensione, risultando come s’¢ visto o, + o, = cost. .

(®15) Bastera ovviamente agginngere alla prima soluzione uno stato di tensione
con componenti tntte nulle fuorch®d una

1 1 .
z=_oz=—;%_(ox+dy)=_ﬁ(a + bx + cy),

essendo a, b, ¢ tre costanti (soluzione del problema del eilindro sollecitato alle basi da
forze o, opposte alle o,, libero da forze di massa e da forze alla superficie laterale).

z Ip z? }_ ’
Le corrispondenti componenti di deformazione saranno

1

1
a‘éz—mE(a—}—bx+cy), sé:sé:m(a-i—bx—ycy); yzzcy=7;:/z__"7éa:=0‘

Per le componenti dello spostamento si ottiene quindi infine, come facilmente pud ve-
rificarsi,

1
& =-—-E(a+bx+cy)z,
&= L ax + —b-(a:?—yﬂ) + exy; + 2
m? E 2 2m E "’
1 5 ¢ ( ¢
' Loyt 2 2
g m3E (ay-l- 2 o x)-{—bxy‘ + Im E

(sempre s’intende a meno di un moto rigido). Risnlta dalla prima di queste espressioni
che la sezione del ecilindro si mantiene ancora piana.



