CAriTOLO VII

ASPETTI TRADIZIONALI ED APPLICATIVI
DELLA STATICA DEI SOLIDI ELASTICI

46. Benche nei due eapitoli precedenti sia stato esposto tutto quanto
vi & di essenziale sul problema generale della statica dei solidi elastici,
non sara inutile esporre qui aleuni classici teoremi riguardanti particolari
aspetti del problema medesimo ; interessanti non solo per UVimportanza che
hanno avuta nello sviluppo della Scienza delle costruzioni (e per trovarsi
quindi frequentemente citati), ma anche perche possono essere vantaggio-
samente applicati per la risoluzione approssimata di importanti problemi
particolari.

Sia un corpo elastico nel senso ordinario, cio& un corpo per il quale
sia valida la relazione lineare tra tensione e deformazione, soggetto a forze
(di massa ¢ di superficie) variabili nel tempo in modo arbitrario, le quali
costituiranno in ogni istante, comprese tra esse le forze (’inerzia nonche
le reazioni dei vincoli, un sistema in equilibrio. Si ricordi che il lavoro
compiuto da esse forze fra un dato istante t, e listante generico succes-
sivo t, & uguale per definizione all’incremento del potenziale elastico nel
tempo medesimo: posto che all’istante ¢, tutte le forze siano nulle (1%7),
poiche il potenziale elastico in tale istante sard allora energia vincolata
del corpo considerato libero (§ 40), segue che il suddetto lavoro .2, resta
uguale al lavoro di deformazione, sempre per il corpo considerato libero,
corrispondente alle forze dellistante ¢, , ossia

: 1
L= L= —- f(% byt wve f Tew pe) AV,
s

inteso che le componenti della tensione e della deformazione siano quelle
-dovute all’azione di tali ultime forze. Se a questa espressione si applica

397 Dovrannoe esser nulle in particolare tutte le accelerazioni, o cosl pure le

roazioni.
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il teorema dei lavori virtuali considerando le forze medesime e la suddetta
tensione (con esse in equilibrio) ed assumendo come spostamento quello
stesso corrispondente alla suddetta deformazione, cioe lo spostamento ef-
fettivo dell’istante ¢, riferito alla configurazione dell’istante f,, si ottiene
il teorema di Clapeyron :

Il lavoro compiuto da un sistema di forze applicate a un corpo elastico,
le quali varino in modo arbitrario essendo tutte nulle all’istante iniziale,
uguaglia in ogni istante successivo la meta del lavoro virtuale delle forze
istantanee per gli spostamenti istantanei (viferiti alla configurazione inizia-
le) (*9). Si ricordi che tra le forze vanno comprese le reazioni (che non
daranno contributo quando i vincoli siano rigidi in senso stretto)('%%) e
le forze d’inerzia. Non considerando queste nltime nel primo membro del-
Puguaglianza, si dovrebbe aggiungere al secondo lincremento dell’energia
cinetica: & da avvertire per altro che nel caso di costruzioni aventi ufficio
statico 1 moti saranno cosl lenti da potersi trascurare energia cinetica ed
accelerazioni. (I¥ chiaro infatti che cosi dovrd essere per mantenersi ab-
bastanza piceoli gli spostamenti, quando non si tratti di moti vibratori.)

47. Siano o), ..., ed &V, ...,»® le componenti della tensione e
z ! Y Tz z Yl
della deformazione dovute all’azione di un certo sistema di forze su un
corpo elastico (nel senso ordinario, come al paragrafo precedente); ol ,... 7.2
ed 2 ,...,y? le analoghe componenti per l'azione sul medesimo corpo di
un secondo sistema di forze. Dalla formula di reciprocita (38), cio®

(1) g2 M) p(2) = (@) gl 2) a1
Ox) Sg) + o + tz;z:) ygx) - O'.‘(C) E.Sr.) + e + Tgm néaz)’
integrando i due membri nello spazio occupato dal corpo e ricordando il

teorema dei lavori virtuali, si ottiene il teorema di reciproeita, o di Detti:
Il lavoro delle forze di un primo sistema per gli spostamenti dovuti

(198) Non ocoorre insistere sull’assolnta arbitrarietd della variazione delle forze, cosi
per intensitd come per direzione.

Non si ripete poi che va riguardata come invariabile la eontigurazione cui si
riferiscono le espressioni dei considerati lavori.

(199) Dicendo vineoli rigidi in seuse stretto si vuol qui comprendere anche il caso
che siano assegnati per i punti vincolati spostamenti invariabili nel tempo (essendo
pure fissali invariabilmente i punti medesimi e le direzioni dei vincoli). Il teorema
resterd allora valide pur non essendo nulle allinizio le reazioni; ma nella dimostrazione
i1 lavoro di deformazione dovrd intendersi riferito al corpo coi suoi vineoli., (8i
avverta che se gli spostamenti fossero variabili il lavoro di deformazione cost inteso
non sarebbe ugnale all’incremento £, del potenziale elastico.)

Nel oaso generale, considerandosi le reazioni alln stessa stregua delle altre forze,
gintenderi che le condizioni di vineolo possano variare anch’esse nel tempo in modo
affatto arbitrario.
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allazione di un secondo sistema di forze su un dato corpo elastico é uguale
al lavoro di queste ultime forze per gli spostamenti dovuti all’azione delle
prime sul corpo medesimo. Non occorrono ipotesi sui vineoli, poiché anche
qui si considerano le reazioni alla stessa stregua delle altre forze.

Puo considerarsi come caso particolare del teorema di Betti il teorema
di Maxwell gia enunciato al paragrafo 37 : & interessante per altro osser-
vare che inversamente pud farsi discendere da quest’ultimo il teorema
medesimo. Considerato da prima il corpo vincolato rigidamente in senso
stretto com’® richiesto dal teorema di Maxwell, basta infatti applicare
tale teorema a due forze elementari generiche appartenenti rispettiva-
mente all’uno e all’altro dei due sistemi supposti agenti sul corpo mede-
simo nell’enunciato del teorema di Betti, ed operare successivamente 'in-
tegrazione rispetto a ciascuno di essi sistemi. Per passare al caso dei
vincoli generici si potrd poi pensare sostituito al sistema dei vincoli ef-
fettivi un sistema di vineoli ausiliari rigidi isostatico, e considerare le
reazioni effettive come forze direttamente applicate: le reazioni dei vin-
coli ausiliari saranno allora evidentemente nulle, e i vincoli medesimi
serviranno solo a render determinati gli spostamenti, 1 quali risulteranno
diversi da quelli effettivi, neli’uno e nell'altro caso, per un moto rigido;
ma e chiaro che tale differenza lascia invariato ciascuno dei due lavori
considerati nel teorema di Betti.

48. Dallo stesso concetto di potenziale deriva immediatamente il cosi
detto prinecipio della minima energia potenziale totale. Basta considerare
che nel passaggio di un corpo elastico da una configurazione ad un’altra
infinitamente vicina il lavoro compiuto dalle forze, ciot assorbito dal corpo,
uguaglia da un lato Vincremento del potenziale elastico, dall’altro il de-
cremento del potenziale delle forze medesime (*°%), ammessa naturalmente
Pesistenza di quest’ultimo : segne che la variazione prima della somma
dei due potenziali & sempre nulla (**!), (Ilssendo esclusa dal programma

(%) 8i attribuisce sempre alla parola potenziale lo stesso signiticate di energia
potenziale.

(*"1) 8i ricordi che la variazione prima & la parte prineipale della variazione in-
finitesima.

It da avvertire che mentre Vincremento del potenziale elastico in un certo inter-
vallo di tempo ugnaglia il lavoro delle forze ohe effettivamente tengono il corpo in
equilibrio istante per istaunte, variabili nello stesso intervallo, a causa della deforma-
zione che si produce, secondo le relazioni d’clasticitd ehe determinano il conseguente
variare della tensione, o le condizioni d'equilibrio di questa colle forze medesime, il
decremento del potenziale delle forze ugnaglia inveee il lavoro delle forze agsegnate,
variabili anch’esse per lo spostamento dei loro punti d’applicazione (quindi per la
medesima deformazione del corpo), ma secondo una legge assegnata nel definire il
campo al quale esse appartengouno,
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di questo volume, come gia s’¢ avvertito, ogni considerazione sulla stabilita
dellequilibrio, si omette qui di dimostrare che quando Pequilibrio & stabile
il potenziale totale & effettivamente minimo; cosa che non ha importanza
per le applicazioni non riguardanti i fenomeni di instabilita.) Detto — U
il potenziale delle forze, sard 8 (P — U) = 0; e si converra di conservare
tale espressione anche quando non esista il potenziale — )/, intendendo sem-
pre per 6 U (come gia al paragrafo 29) il lavoro delle forze considerate
mvariabili per lo spostamento infinitesimo cui si riferisce la variazione § @.
La medesima relazione assumera invece altro valore teorico ed appli-
cativo in virti del teorema dei lavori virtuali, che consente di esprimere
@ come integrale di una fuanzione delle componenti della deformazione,
le cui derivate sono le omologhe componenti della tensione (§ 29), quan-
do sia stabilita (in conformita dei dati sperimentali, e ordinariamente
in forma lineare) Pespressione di tali derivate per le stesse componenti
della deformazione, e quindi ’espressione della funzione medesima. 481 ha
cosl un teorema della minima energia potenziale totale, risultante dall’ap-
plicazione al caso dei corpi elastici del teorema dei lavori virtuali e del
suo primo inverso : la relazione 6 (P — U) =0 si verifica necessariamente
per qualunque spostamento infinitesimo continuo (posto che non interven-
gano variazioni dello stato naturale dei singoli elementi) quando le forze
per le quali @ espresso 0 €U siano effettivamente quelle che equilibrano
la tensione corrispondente alla deformmazione, in funzione della quale &
espresso @ ; e inversamente quando sia verificata la relazione medesima
per qualunque spostamento infinitesimo (continuo), tale tensione sara cer-
tamente in equilibrio con tali forze. Poiché lo spostamento arbitrario potra
mtendersi come variazione dello spostamento effettivo dovuto all’azione
delle forze considerate, si ennncera in breve il teorema al modo seguente:
La condizione 0 (P — W)= 0 per qualunque variazione dello spostamento
e necessaria e sufficiente per Uequilibrio delle forze considerate nell’espres-
sione 0 U con la tensione corrispondente all’espressione del potenziale @.
Ii chiaro infatti che quando si ripeta il procedimento della dimostra-
zione del primo inverso del teorema dei lavori virtuali, ma ponendo nel-

Pespressione
N (e
BT Tz ox
(5)

le componenti oy, ..,7, espresse in funzione delle componenti della de-
formazione &, ..., 7., ¢ queste a lor volta per le derivate delle componenti
di uno spostamento s(®%?), si giungeri alle stesse equazioni d’equilibrio

av

202

) 8i ricordi quanto s'era detto alla fine del paragrafo 28 snll’utilita degli in-
versi del teorema dei lavori virtuali.

I ovvio che tale spostamento s qui affatto indipendente dalle funzioni arbi-
trarie §, %, .
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(25) e alle condizioni al contorno (25°) espresse anch’esse per tali ultime
componenti; vale a dire, nel caso ordinario dell’elasticitd lineare, le ordi-
narie equazioni indefinite dell’equilibrio elastico (di Cauchy) colle rispettive
condizioni al contorno (*°%). Basta allora considerare, come s'& detbo, le
arbitrariec componenti infinitesime di spostamento &, %, { come variazioni
delle componenti di s (*), per concludere cle tale risultato si & ottenuto
dalla  condizione 8 @ = “l(*%%), ciod da un problema di caleolo delle
variazioni in c¢ui sono variabili indipendenti le coordinate del punto ge-
nerico, e funzioni incognite tali ultime componenti (2°6).

(*"8) Le condizioni di continuitd da considerare a priori per le inecognite compo-
nenti di s e la loro derivate sono quelle gid ricordate pint volte e da ultimo al para-
grafo 39, dove sono ricordate anche le condizioni pint particolari cui risulterd sodisfa-
cente la soluzione.

(*°4) 8i potrebbero dunque indicare econ &, dn, o, indicando invece con &, 7, ¢,
come di consueto, le componenti di s,

(295) 8’8 gia detto d’intendere per 26 il lavoro virtnale di tutte le forze di massa
e di superficie per la considerata variazione infinitesima dello spostamento effettivo.
lisso puo riguardarsi come la variazione del lavore 2f delle forze medesime supposte
invariabili per ogni c¢lemento materiale del corpo; il quale lavoro con segne cambiato
potrebbe anche dirsi convenzionalmente potenziale delle forze quando non esista il po-
tenziale secondo lordinaria definizione. (Si avverta che d’altronde gnest’ultima non a
applicabile alle forze di superficie, dipendenti ordinariamente non tanto dalia posizione
del punto guanto dall’erientazione dell’selemento superficiale.)

(*08) Si ricordi dal paragrafo 29 che Pespressione

H %oa§+ v ()as+>ac)§ v
] o 0z

(5

(ciod la stessa qui considerada, col cambiamento dei simboli indieato alla nota (204))
rappresenta la variaziono del potenziale elastico appunto perchd nguale, per Ia formula

(30), all’espressione

( 00, DL 0Ty - 0% Iz 20,
—[15;‘4“’&‘“*‘ Py 05 + ... + 3;“4‘ >y +4’)~ 8Ly A1 4

(&)

+ f{(oz Gy o Ty Gy + Ty ) T Tyz oy + 0,0 ;) 0Ll dd,
(X)

Ia quale per le (25) e (25') & a sna velta ngnale al lavoro 32 delle forze che equili-
brano la teusione di componenti o, .., T, dunque per il teorema dei lavori virtuali
{diretto), Dalla stessa (30), posto

[ poE DL LY I
fldma—x + o1, (y + ﬁ‘)id’ = 82,

(8

inteso ora quest’ultimo come lavoro di assegnate forze di massa e di superficie, si
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La tensione corrispondente allo spostamento § che risulta risolvendo
le equazioni trovate, in equilibrio colle sole forze assegnate di massa e
di superficie, & evidentemente (per essere la corrispondente deformazione
congruente per definizione) quella effettivamente dovuta alla sollecitazione
data dalle sole forze medesime (agenti sul corpo nella configurazione eni
¢ riferito lo spostamento s): considerando, come s’¢ fatto, arbitraria la
variazione dello spostamento di ogni punto, cioé ponendo il suddetto
problema di calcolo delle variazioni senza condizioni a priori (2°7), si viene
dungne a porre il problema d’elasticitd per il corpo libero (*%8). Quando
si consideri il corpo vincolato nel senso pitt generale aceennato al paragrafo
38, uguagliando lo spostamento di ogni punto di una parte 3’ della su-
perficie all’integrale esteso alla stessa X’ di una certa funzione delle forze
di superficie, espresse per le derivate prime dello spostamento medesimo,
e 8i ponga la relazione ¢ @ = ¢ %/ (inteso sempre per & 9 il lavoro delle
forze di massa e di superficie assegnate) nel campo degli spostamenti
sodisfacenti a tali condizioni di vincolo, & ugualmente chiaro che dal
problema variazionale cosi condizionato si otterranno ancora tutte le e-
quazioni che definiscono il problema dellequilibrio elastico rignardante le
assegnate forze e le condizioni medesime; vale a dire le equazioni di
‘auchy e le condizioni al contorno per i punti della superficie ’/, com-

traggono per il lemma fondamentale del oaleolo delle variazioni le relazioni (25) e
(25") tra le forze modesime e la considerata tensione (primo teorema inverso).
La differenza sosfanziale rispetto al oaso di un corpo generico consiste dnnque

effettivamente, come 4'd detto, nell’esistenza del potenziale elastico @ = | pdF con ¢

(8)
funzione delle componenti della deformazione; onde (potendosi riguardare per la de-
formazione infinitesima i fattori 0—6‘5 y ey ﬁ @_6_5 eome variazioni di queste nltime)
ox 0z ox
i fattori o,,.., 7, acquistano il significato i derivate della ¢ rispetto alle compo-
nenti medesime, ossia di funzioni di esse e quindi delle derivate dello spostamento,

(*7) Le condizioni al contorno non poste a priori, ma derivanti dallo stesso an-
nullamento della considerata variazione prima, come in questo caso le (25'), sono dette
lo condizioni al contorno naturali del problema variazionale.

(*'8) T1 problema, poste formalmente per lo spostamento, interessa effettivamente
in questo caso la sola deformazione, e pertanto andranno considerati equivalenti tntti
gli spostamenti che differiseanc per un moto rigide: nna tal differenza laseia infatti
identicamente invariato il potenziale elastico @, e invariata quindi anche la variazione
3% per qualunque &s, mentre 6% & per definizione indipendente da s. (Lo spostamento
resta dunquoe cosi indeterminato, com’era da prevedere, anche nel caso dell’elasticitd
non lineare.) Per la stessa ragione se si assume uno spostamento ds in forma di moto
rigido la relazione 8% = d% con contiene pih la funzione incognitu, e deve percid
esser sodisfatta identicamente: si ottiene allora nella forma 82/=0 la gia ricordata
condizione di possibilityh del problema.
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plementare di 37, sulla quale sia assegnata la forza (2°°). Ma potra anche
porsi da prima il problema variazionale senza condizioni, ciot nel campo
generale degli spostamenti continui, trovando cosi lo spostamento in fun-
zione delle forze assegnate e delle incognite reazioni, per determinare poi
tali incognite mediante le assegnate condizioni di vineolo (che nel caso
generale accennato costituiranno un sistema di equazioni integrali).

A questo secondo procedimento, ovvio anche sotto 'aspetio analitico
nel caso generale (trattandosi di riguardare in un primo tempo come note
certe funzioni delle derivate delle incognite componenti dello spostamento,
che compaiono nella parte del termine 4% riferentesi alla superficie X’),
pud giungersi per via puramente analitica anche nel caso limite dei vincoli
rigidi, quando cio¢ le incognite reazioni non intervengano direttamente
nel problema analitico, mediante il noto artificio dei moltiplicatori di
Lagrange: posta nel campo generale degli spostamenti continui la eondizione

a%qs — U —f(/mla.e1 + 4,085 - Ay0s,) dAL =0,
(29

intendendo per 4, ,4,,4; tre funzioni incognite del punto in 2’, da deter-
minare poi mediante le condizioni date dalle assegnate componenti i
spostamento s,, s,, 8,, risulta infatti da un ovvio confronto che queste
incognite ausiliarie rappresentano appunto le reazioni dei vincoli. IPoiche
per la risoluzione del sistema d’equazioni ottenuto dal problema variazionale
in funzione di tali incognite, dovendo essere assicurato innanzi tatto il so-
disfacimento delle condizioni di possibilita (cio& le condizioni complessive
d’equilibrio, v. nota (!37)), si dovra ricorrere a un sistema di vincoli ausiliari
isostatico esprimendone le reazioni per le incognite medesime, ¢ chiaro
che si ritorna cosi al procedimento generale del paragrafo 34, applicato
alle condizioni di vincolo esteso. 10 inutile ripetere che siccome la so-
luzione in funzione delle incognite reazioni si ottiene qui direttamente
come spostamento, non occorre nessuna integrazione (*!°).

(?"9) Cio deriva ovviamente dal restare arbitraria la variazione ds in ogni punto
dell’interne e di 2.

S’intende che la 37 e la X' potranno essere composte di diverse parti separate:
il caso di punti isolati appartenenti a 2’ sard considerato come caso limite. E s’intende
anche che su una parte della superficie potrd essere assegnata la condizione di vineolo
rignardante due sole componenti di spostamento, o una sola, come '@ detto alla no-
ta (184) per il ocaso dei vinceli rigidi, e che per renderse il problema determinato do-
vranno allora essere ivi assegnate nna o due componenti della forza di superficie.

(?*%) Nel caso del corpo vineolato in punti isolati potri esser conveniente ricor-
rere a un sistema principale, ma solo questa volta per poter esprimere la soluzione in
funziene delle reazioni incognite senza introdurre esplicitamente le condizioni comples-
sive d’equilibrio (solo ciod per quanto riguarda il primo dei sistemi di vincoli ausi-
liari di cni 8’8 detto al paragrafo 34). Si ricordi poi losservazione del paragrafo 39
ciroa l'intervento delle reazioni concentrate anche nel caso dei vineoli isostatici.
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Nel caso ordinario dellelasticita lineare pud distinguersi nel potenziale
elastico una parte che non varia con lo spostamento, ciod I’energia vin-
colata del corpo considerato libero, o soggetto al suddetto sistema di
vincoli ausiliari; e poiché alla parte rimanente spetta il nome di lavoro
di deformazione del corpo cosi considerato, il teorema qui esposto si trova
spesso formulato colla sostituzione dell’espressione & (.2 — Q¢) alla piix
generale, e in ogni caso anche piu chiara, é(P — YU).

L’utilita del teorema per la ricerca di soluzioni approssimate (*11y ap-
pare ovvia se si pensa che lo stesso problema variazionale puo esser
posto nel campo degli spostamenti di un tipo particolare, esprimibili per
un numero di funzioni sealari incognite inferiore a 3, o come funzioni di
un numero inferiore a 3 di variabili indipendenti. La soluzione del pro-
blema cosi semplificato potra dirsi «lo spostamento del tipo considerato
che piu si approssima allo spostamento effettivo », ed assumersi in luogo
di quest’ultimo, pur non sodisfacendo esattamente alle condizioni d’equi-
librio, con un errore che sard comportabile quando la scelta del tipo sia
fatta con criterio appropriato al particolare problema (*'?). Nel caso di
una trave, ad esempio, potra ammettersi di conoscere la configurazione
deformata quando sia nota solo la deformata dell’asse, ponendo che ogni
sezione si deformi e si sposti per conseguenza in un determinato modo :
cosl nella formulazione del problema si sostituisce ad un integrale di spazio
un integrale di linea. Quando poi si pensi di poter definire tale deformata
mediante un certo numero (non troppo grande) di parametri, si trasfor-
mera il problema variazionale in un ordinario problema di minimo.

E da osservare da un lato che in tal modo risulteranno equivalenti
sistemi di forze non coincidenti punto per punto, dando origine nell’espres-
sione di 6 agli stessi coefficienti delle variazioni delle suddette funzioni,
per le quali si esprima lo spostamento; e che d’altro lato le condizioni
di vincolo non potranno essere riferite direttamente agli spostamenti dei
singoli punti, ma ai valori delle funzioni medesime. Questa osservazione
sara chiarita da un’importante applicazione al capitolo X.

(*11) 11 teorema pud avere importanza anche per la ricerca di soluzioni esatte,
poiche i problemi di calecolo delle variazioni possono risolversi anche con metodi di-
retti, senza ricorrere ciod alle equazioni (euleriane) derivanti dalla condizione di an-
nullamento della variazione prima (che nel problema qui econsiderato sono, nel caso
dellelasticitad lineare, le equazioni di Cauchy).

(*1?) Dall’applicazione del capitolo X si vedri come le equazioni che si ottengono
dal problema cosl posto possano esprimere in casi particolari le condizioni d’equilibrio
di parti del corpo con solo una o due dimensioni infinitesime.

D. BoxviciNt - B. DaLt’Acgrio — La feoria dell’elasticitd. 10
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49. Una notevole proprieta del potenziale elastico pud dimostrarsi
considerando una variazione dello spostamento nel solo intorno s di un
punto P del corpo considerato. Ponendo 6 = & A£, dn = 6 = 0, dove sia
£ una costante infinitesima positiva, 4& una funzione continua e positiva
nell’intorno s ed annullantesi alla superficie limite dell’intorno medesimo
(condizione necessaria per mantenere la continuita dello spostamento), si ha

U =stAEdV;
(8)

quindi
0D _ 09U _

&€ €

[XAE(IV:X’[A&(YV,

(8) (8!

essendo X un valore compreso fra il limite superiore ¢ il limite inferiore
della componente X della forza di massa in s, Facendo tendere a zero

ogni dimensione di tale intorno, potrd secriversi lim X = X (P), posto
(8)—=P
solo che in P la X sia continua; onde

im —22  _ x(p),
(5)P &JA"& av (40)

(8)

Tale limite, la cui esistenza & cosl dimostrata indipendentemente
dalla scelta della funzione A (*13), dicesi la derivata secondo Volterra della
funzione di infinite variabili, ossia funzione di funzioni, che & il potenziale
“elastico @. Un’espressione analoga si ottiene per la componente f, della
forza di superficie nel punto generico M della superficiec 2 del corpo:

lim & = fz (M),
(o) + M szE qA (40")

(o)

(*13) Nel passaggio al limite non si pud mantenere la AE fissata in ogni punto,
dovendo essa sempre annullarsi al contorno di s: si potrd per esempio far variare s
per omotetia (di centre ), e fissato un valore di 4% per ogni punte di un s iniziale,
mantenerlo per il punto corrispondente di ogni s sucecessivo. A conferma della neces-
sitd dell’annullarsi di A& al contorno si osservi che se si ponesse tale funzione costante
in s, resterebbe invariata la deformazione, e risultereble gquindi é¢ =0.

Si avverta poi che la direzione z potrebbe anche essere variabile in s da punto
a punto, e variare anche in P nel tendere di s al punto medesimo, purch® tendente a
una direzione limite determinata; alla quale andrebbe allora riferita la derivata, ciod
1a forza X (P).
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(essendo ¢ un intorno di M} (*'%). I’espressione medesima vale anche per
un’eventuale forza di massa concentrata su una superficie interna, e con
ovvio mutamento per una forza concentrata su una linea. Quando infine
agisca una forza F, concentrata nel punto P, si avra

tim 2% = lim jXASdV AE (P) lim fXdV—Ag( ). By (159,
(#)--P € (3)A+P(g) (s )P

per la stessa definizione della F,; ossia

0P
]' — i et . ”
oy e AE(D) (9%

Il significato di derivata attribnito alle espressioni (40), (407), (40’
appare chiaramente quando si pensi di eseguire i due passaggi al limite
simultaneamente, facendo per esempio variare ’intorno s omoteticamente
(o per la (40’) facendo variare omoteticamente la proiezione dell’intorno
o sul piano tangente in M), ed assumendo per & lo sfesso rapporto d’o-
motetia. In particolare si vede che il primo membro della (40’/) puod
anche indicarsi col simbolo ordinario —a;(-——%)—, considerando @ funzione di
un numero finito di variabili, spostamenti dei punti d’applicazione di
forze concentrate, oltre che, s’intende, delle infinite variabili che sono gli
spostamenti di tutti gli altri punti.

(*14) La variazione di & deve in ogni caso avvenire, per econtinuith, in un intornoe
golido del punto M ; ma lintegrale di spazio & infinitesimo d’ordine superiore rispetto
a quello di superficie. Si ha infatti

L }"fdsru +fXAEdV,

(8) (%)

essendo [, un valore tra i limiti superiore ed inferiore di Sy in o; onde

fXAErZV

3 -
=F+ 2 :

E[AE dA jAEdA

(o) (o)

dove l'ultimo termine tende evviamente a zero per s e o riducentisi al punto M.

(*15) Sia X, nna qunalunque forza i massa, continua in P; X, la forza di massa
in s ottenuta ripartendo in tale intorno, per esempio uniformemente, la F,: tendendo
s al punto P, & chiaro c¢he da un certo momento in poi la forza di massa X, + X, si
manterrd in ogni caso di uno stesso segne nell’intorno medesimo.
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Nel caso dell’elasticita lineare potranno scriversi le relazioni prece-
denti ponendo .2 in luogo di @, ove s’intenda per tal simbolo il lavoro
di deformazione del corpo considerato libero, o anche il lavoro di defor-
mazione del corpo nelle sue effettive condizioni di vincolo quando si tratti
di vincoli rigidi (e naturalmente il punto considerato non sia vincolato
nella considerata direzione).

50. Un altro importante teorema pud ottenersi per i corpi elastici nel
suddetto caso (0 meglio nel campo) dell’elasticita lineare dal teorema dei
lavori virtuali e dal suo secondo inverso, esprimenti la condizione neces-
saria e sufficiente per la corrispondenza tra una data deformazione e un
dato spostamento. Essendo infatti per tali corpi le componenti della de-
formazione uguali alle derivate del potenziale elastico unitario rispetto
alle omologhe componenti della tensione, la variazione del potenziale @
per una variazione arbitraria della tensione di componenti dog , ..., 0t (€,
s’intende, la corrispondente variazione della deformazione) ha 1’espressione

oD :[(Sa; 609; -I'- vee —I— Yex 6'£z9;) av )
(8}

pereio la condizione suddetta puo esprimersi con la relazione

0D = /(5 60X + 5 oY + CaZ)dV—J-f(ééfz + 5 Of, 4 C8f)dd,

(8 2

essendo X, ..., df, le variazioni delle forze di massa e di superficie che
equilibrano la medesima variazione della tensione. Si scrivera eonvenzio-
nalmente anche questa volta 0@ = 6% (senza naturalmente che si possa
pit parlare in alcun caso di variazione del potenziale delle forze); e si
ha un nuovo problema di ecalcolo delle variazioni in cui sono funzioni
incognite del punto le componenti della tensione, la soluzione del quale
sodisfa alla condizione che la corrispondente deformazione, le cui compo-
nenti sono assegnate funzioni lineari delle incognite medesime, derivi dallo
spostamento assegnato nella definizione di 9.

Se¢ si considera in particolare una variazione della tensione sodisfa-
cente alla condizione

63 Oy
o

651’:1:3; + 35 Trw — 0

oy o2

_+.

e alle due analoghe in ogni punto del corpo, e alla

Oy 00y + Gy OTay -+ &, 07, = 0
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e alle due analoghe in ogni punto della superficie, risultando X =90Y =
6Z =0, 6f, =4f, =3Jf, =0, si annulla il termine % indipendentemente
dallo spostamento assegnato: la relazione 6@ =0 posta sotto le condizioni
ora indicate deve dunque esser sodisfatta da ogni tensione tale che la corri-
spondente deformazione derivi da uno spostamento (continuo) quale si voglia.
Non essendovi poi evidentemente altro modo di eliminare gli spostamenti
dalla P =45, ne quindi altra condizione comune ad ogni tensione siffatta,
si conclude che la relazione medesima sotto le condizioni suddette € in tutto
equivalente alle condizioni di congruenza della deformazione corrispondente
alla considerata tensione. IL’eliminazione degli spostamenti sara solo par-
ziale quando conservandosi le condizioni all’interno si lasci variabile la
forza su una parte 3’ della superficie: si avrd allora 8% come integrale
esteso alla parte medesima, e la relazione cosl posta sard condizione ne-
cessaria e sufficiente affinché la deformazione corrispondente alla conside-
rata tensione derivi da uno spostamento arbitrario all’interno e sulla
rimanente parte della superficie, ma assegnato nei punti di X, oppure
espresso ivi in funzione della forza di superficie nei punti medesimi (vin-
colo elastico). Si ha cosi per i corpi elastici, nel campo dell’elasticita
lineare, il seguente teorema, noto come teorema di Menabrea (o di Casti-
gliano, secondo autori stranieri):

F'ra tutte le tensioni equilibranti uno stesso sistema di forze diretta-
mente applicate a un corpo comunque vincolato, la sola cui corrisponda una
deformazione congruente (intrinsecamente ¢ rispetto ai vincoli) é definita dalla
condizione 0P == U per ogni variazione di essa nel campo medesimo, es-
sendo O°U il lavoro delle variazioni delle tensioni sulla parte vincolata della
superficie del corpo (reazioni dei vincoli) per gli spostamenti dei rispettivi
punti (*18). Nel caso dei vincoli rigidi in senso stretto la condizione diviene

(*18) La dimostrazione per esteso di qnanto qui ¢’ affermato pud aversi espri-
mendo il minimo eondizionato cel metodo dei moltiplicatori di Lagrange, ossia ripetendo
il procedimento della dimostrazione del secondo inverso del teorema dei lavori virtuali
con Pagginnta dei termini riguardanti le condizioni poste per la tensione ivi considerata
arbitravia, che diventa ora la variazione della tensione incognita, ed osservando che
82/ si riduce al solo integrale di superficie esteso a 3’. 8i ottiene

1 {080 dot dot 0t oo ddz,,

(.80, + .4y, dr )YaV 4+ [ ( z ay zx) ;_( y v y
,/xx Vea O%ea) ™ + + T\ Ty T )T

3)

Ry

o oY 07
(8) (
()6rzw Oé"yz, 0602)

+113( o% + Y + 3z

dv — /{li(awrﬁax—i- ayarx_u—}-azérzx) + 25 (0T + 2,0, + ocztyz)-l-
9
(sz)
+ /1;'5 (a, 513% + «, 61yz + a, Soz)} dA =[(§ of, +n ny + £ éfz ydA,

(31

dove ovviamente 2’ & la suporficie complementare di Z’. Trasformato il secondo inte-
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semplicemente §@ — 0; percio il teorema di Menabrea, enunciato origina-
riamente per questo solo caso, fu detto anche del minimo potenziale
elastico. Erroneo ¢ poi il nome di teorema del minimo lavoro di deforma-
zione, essendo effettivamente il lavoro di deformazione, nel caso suddetto,
il particolare valore assunto dal potenziale elastico quando la condizione
del teorema & sodisfatta. (Si avverta anche che qunesta volta, e sempre
nel caso medesimo, si puo affermare senz’altro il significato di minimo di

tale valore sodisfacente alla condizione 6@ =0 ricordando la relazione

grale mediante la formula (30) (§ 26), e scisso Uintegrale di superficie che cosi si ottiene
nelle parti estese a 2" e a 27, risulta (ricordaundo le (259))

' 4, D kg
] oo =200, vt = 2225,

()

av +

+ j [(dy — 30) 8, + (hy — &) 87, + (hy — A1) 8f,} dut +

(271
+ /{(11 — 8, + Qy—m)of, + Ay — O Of} dd =0
(X

onde intine, poich® va riguardata qui come arbitraria la variazione della tensione in
ogni punto dell’interno e dell’intera superficie, si hanno per ogni punto interno le con-
dizioni

s

Lk Ok ok
a;_bx:"‘Jyzx‘_ Dz bx’

per i punti di =2 le condizioni A=14y, =1, Ay =24,, e per i punti di X' le 4, =&,
ly=1mn, A3=1{_. Cid significa che la deformazione corrispondente all’incognita tensione
deriva da uno spostameuto di componenti 1,, iy, 4, continuo in ogni punto di § (tali
essendo per ipotesi i moltiplicatori di Lagrange) e assumente in 3" i valori considerati.
(E i moltiplicatori in X"/, assnnti a priori indipendenti da quelli all’interno, risultano
in realtdh nguali agli stessi valori assunti da questi ultimi sulla superficie medesima,
ciod uguali anch’essi alle componenti dei rispettivi spostamenti.)

Sulle parti 2’ e 2 pud ripetersi quanto s’& osservato alla nota (?09). Dove si ab-
biano dne sole condizioni elementari di vincolo, e sia assegnata pertanto una componente
della forza, si porrd ovviamente la condizione a,, 6f, + a,, df, + «;,df,, detta k la
direzione di qunest’nltima componente, normale a quella del vinecolo; e due condizieni
analoghe si porranno dove le condizioni di vineelo si ridueano ad una sola. Nell’espros-
sione di 8% si avranno rispettivamente due termini e un termine solo.

B chiaro infine che in modo del tutto analogo potranno considerarsi teoricamente
condizioni di vineolo in punti interni. Trattandosi di vincolo esteso dovranno natural-
mente esgere rignardate come incognite le componenti della forza di massa nelle dire-
zioni cui si riferiscono le condizioni medesime.
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b = @, 4+ £, nella quale tutti i termini sono per definizione essenzial-
mente positivi (*17).)
11 teorema resta valido anche per i corpi elastici nel senso piu generale

quando per 6% s’intenda semplicemente 1’espressione |[(z doz + ... +

)
4 9.2 07,0) AV, senza il significato di variazione del potenziale elastico (*!8),

che questa volta non deriva pilt semplicemente, come per 1'espressione
considerata al paragrafo 48, dalla definizione del potenziale medesimo e
dal teorema dei lavori virtuali (v. nota (2%)).

Se si considera la condizione di minimo del teorema di Menabrea,
equivalente alle condizioni di congruenza intrinseche ed estrinseche, met-
tendo in conto col metodo dei moltiplicatori di Lagrange le condizioni
d’equilibrio con le assegnate forze di massa e di superficie, che definiscono
il campo delle tensioni nel quale il minimo va ricercato, secondo il pro-
cedimento della nota (*16), si giunge infine per la determinazione dei mol-
tiplicatori, che sono le componenti dello spostamento, alle equazioni di
Cauchy e alle rispettive condizioni al eontorno. Quando si pensi invece
di risolvere da prima le equazioni indefinite d’equilibrio con le condizioni
al contorno riguardanti le forze di superficie, e di determinare poi le
funzioni arbitrarie di tale soluzione mediante la condizione di minimo, il
problema assumera in sostanza la forma considerata al Capitolo V, risul-
tando le condizioni di vineolo come condizioni naturali (v. nota (*°7)) del
problema variazionale (*19), Potra pure trattarsi il problema mettendo in
conto col metodo dei moltiplicatori solo una parte delle condizioni sud-
dette (320),

11 vantaggio c¢he pud aversi nelle applicazioni consiste, analogamente
a quanto §’¢ visto in proposito del teorema della minima energia poten-
ziale totale, nella possibilita di effettuare per ogni particolare problema la
ricerca del minimo in un campo di tensioni di tipo particolare che si reputi

27) Nel dimostrave tale relazione si era dimostrata effettivamente la necessita
(ma non la sufficienza) della 4% = 0, nelle condizioni cui si riferisce il teorema di
Menabrea nel senso ristretto originario, per la congruenza della deformazione corri-
spondente alla tensione considerata.

(218) Tale espressione ® stata chiamata nel caso generale « variazione della seconda
energia potensziale ».

(?19) Cio signitica che i primi membri delle condizioni naturali del probleman 9 =20
(posto a sscondo membro lo zero) esprimeranno per mezzo delle suddefte funzioni in-
cognite gli spostamenti. I valori assegnati & cui tali cspressioni debbono uguagliarsi
compariranno ovviamente nel termine d9f.

(?20) Si avverbta (v. nota (*46)) ohe, ponendo condizioni di forze assegnate col metodo
di Lagrange, viene a considerarsi formalmente in un primo temypo il problema come se
fossero assegunati invece i rispettivi spostamenti, rappresentati dai moltiplicatori.
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appropriato al problema medesimo, in modo che risulti diminuito il numero
delle funzioni incognite o quello delle variabili da cui esse dipendono : la
soluzione che cosi pud ottenersi, non sodisfacente esattamente questa volta
alle condizioni di congruenza, potra dirsi «la tensione del tipo conside-
rato che pitt si approssima alla tensione effettiva ». Potranno anche non
porsi tutte le condizioni d’equilibrio con forze assegnate punto per punto,
ma in parte solo con forze e coppie risultanti su certi elementi di dimen-
sioni non tutte infinitesime, postulandosi Ia equivalenza ai fini pratici di
tutti i sistemi aventi quelle stesse forze e coppie risultanti; e potra con-
venire mettere in conto tali condizioni nel problema variazionale col me-
todo di Lagrange.
Tutto ¢io sard chiarito da un interessante esempio al Capitolo X.

51. La condizione 6% = §9 nello stesso senso del paragrafo prece-
dente, posta nel campo pit ristretto delle tensioni non solo equilibrate
con assegnate forze, ma corrispondenti a deformazioni intrinsecamente
congruenti, ¢ evidentemente condizione necessaria e sufficiente per la
compatibilita della corrispondente deformazione con gli assegnati vincoli.
Se si osserva che come ad ogni sistema di tensioni del campo suddetto
corrispondono determinate forze di superficie in 3" (parte vincolata), cosi
ad ogni sistema di valori di tali forze che sia in equilibrio con quelle
assegnate (forze di massa e forze di superficie in 3" corrisponde un de-
terminato sistema di tensiomi del campo medesimo (**1), risulta che il
potenziale @ funzione delle tensioni pud considerarsi anche funzione delle
forze in 3, le quali possono cosi diventare in tal caso le incognite del
problema  variazionale (*22). TLa soluzione di questo dard, per quanto s’¢
detto, le effettive reazioni.

Per assicurare a priori il sodisfacimento delle sopra ricordate condi-
zioni complessive d’equilibrio si ricorrera anche qui in generale a un si-
stema di vincoli ausiliari iscstatici, le cui reazioni saranno espresse linear-
mente per le forze assegnate e le incognite reazioni etfettive; e il problema
variazionale andrd considerato allora sotto la condizione che tali espres-
sioni risultine nulle, la quale potrd porsi ovviamente nella forms

et Bo= Ry + By =R+ R, = 05 N+ M, = N, + M, = W, + M, = 0,

essendo Ry, ..., W, e Ry, ..., M, le componenti del vettore risultante e
del momento risultante, rispettivamente delle incognite reazioni effettive
¢ delle forze assegnate. Tenendo conto di tali condizioni col metodo di

(**!) Evidentemente la soluzione del problema del corpo libero sollecitato da tutte
le forze considerate.

(*##) Dicendo forze in 3’ ¢’intende sempre (v. nota (*16)) quelle agenti nella direzione
delle condizioni di vinecolo (ciod le incognife reazioui).
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Lagrange, ¢ osservando che per il corpo coi soli vincoli ausiliari il po-
tenziale elastico & questa volta uguale al lavoro di deformazione, si scrivera

8.2 4 1,0y - v 4 20N, = 8U ;

e ottenute le espressioni delle incognite in funzione dei parametri 1, , ..., 2,
si determineranno questi ultimi mediante le condizioni medesime, I c¢hiaro
che tale nguaglianza puo esprimersi anche nella torma 6£=6CTZ, essendo
0% il lavoro delle variazioni delle incognite reazioni per gli spostamenti
assegnati cui siano tolti quelli costituenti il moto rigido di parametri
Ayyonydg.

Nel caso che vi siano almeno sei condizioni di vincolo effettive in-
dipendenti in punti isolati sara conveniente ricorrere a un sistema prin-
cipale, ponendo cosi il problema di minimo incondizionato (1, = ...==1;=10),
e comprendendo naturalmente in §9¢ anche i termini riguardanti i vincoli
del sistema medesimo coi loro effettivi spostamenti; e quando poi tutti
1 vineoli del sistema eftettivo siano rigidi in senso stretto, si avrd sem-
plicemente 6. = 0. In questo caso particolarissimo pud dunque veramente
parlarsi di un minimo lavoro di deformazione.

Il problema ora trattato, cioé quello della determinazione delle rea-
zioni dei vincoli rigidi estesi su una parte 3 della superficie, posta nota
I’espressione del potenziale elastico in funzione delle reazioni medesime,
‘e evidentemente lo stesso gid accennato alla fine del paragrafo 38, esten-
sione di quello precedentemente trattato nel easo dei vincoli concentrati,
dove si poneva nota in funzione delle reazioni la tensione in ogni punto.
Da quest’ultima, ossia dalla corrispondente deformazione, s’era ricordato
allora come possa ottenersi lo spostamento del punto generico, al fine di
esprimere le condizioni di vineolo, mediante un’applicazione del teorema
dei lavori virtuali. Con riferimento a tale applicazione pud osservarsi ora
che se si considera infinitesima la forza ausiliaria concentrata nel punto
P di cui si cerca lo spostamento (forza la cui intensitd pud essere scelta
ad arbitrio), il lavoro virtuale della tensione da essa prodotta nel corpo
col sistema ausiliario di vincoli, che qui si porra coincidente con quello
precedentemente considerato, & uguale alla variazione prima del lavoro
di deformazione del corpo medesimo per Paggiunta della stessa forza in-
finitesima a tutte le forze effettive, direttamente applicate e reazioni: cio
risulta ovviamente dall’espressione

o0d =f(sx 80yt voo F yu 012) AV
(8)

Y

{ricordando che qui & 0P = 8.L2). Il rapporto fra tale lavoro e la forza
-ausiliaria infinitesima pud dunque dirsi la derivata di 2 rispetto alla
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componente della forza agente in P secondo la considerata direzione :
derivata la cui esistenza & dunque assicurata dallesistenza di una deter-
minata tensione in ogni punto prodotta dall’azione di tale forza infinite-

sima (**%). Indicando tale derivata col simbolo _of essendo « la dire-
o F, ()’

zione suddetta, si ha dunque dal teorema dei lavori virtuali ——ég—m :E(P),
o Fy (1)

intesa per £ la componente di un particolare spostamento corrispondente
alla tensione prodotta dall’azione delle forze effettive sul corpo col mede-
simo sopra indicato sistema ausiliario di vincoli, cio¢ quello definito dai
vineoli stessi considerati rigidi in senso stretto. Le condizioni di vincolo
effettivo si esprimeranno allora come al paragrafo 16 nella forma
oL2
oF, D) + @y (M) gy = oo o+ by (M) §g = 85 (M),

dove sia M il punto generico di X', e per h=1,2,3 s’intendano le di-
rezioni delle condizioni elementari di vincolo nel punto medesimo. Ottenute
da questo sistema di infinite equazioni lineari le espressioni delle incognite
reazioni in funzione dei parametri @y, ...,{,, si determineranno infine
questi ultimi mediante le condizioni d’equilibrio delle reazioni medesime
colle forze assegnate (3%4),

Dal confronto di tali equazioni con la precedente espressione 0.2= 6,
osservato che per definizione

af?zmj:
h

En

s

i-\'h (ﬂ.[) -—_ ﬂ'l blh T aes ™ AG ﬂ:;}h} (S_fh d-jl,

(Y

1
risulta che deve cssere

o= [ 3 0L _spanyaa
= | 3 2= _sn 0y add.
j Zawan i

N
{ -

Un’espressione di 3.2 equivalente a questa puo trovarsi direttamente
senza difficoltd introducendo una definizione di derivata pilt generale, a-
naloga a quella del paragrafo 49.

(223) L’osservata indipendenza di tale rapporto dall’intensitd della forza ausiliaria
(anche quando si assuma per tensione, come qui & supposto, quella eftettivamente pro-
dotta dall’azione della forza medesima), ciod la costanza del rapperto incrementale,
non siguitica in realtd che la sostituzione a quest’ultimo del proprio limite, ossia la
derivata, per il sottinteso fattore infinitesimo pi volte ricordato.

(**4) B ovvie che si potrebbe procedere allo stesso modo anche nel caso dei vincoli
concentrati, ciod di un nummero finito d'equazioni e d’incognite, invese di eliminare i
parametri ed aggiungere alle equazioni risultanti le sei equazioni d’equilibrio come 5’2

detto al paragrafo 31
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Nell’intorno superficiale ¢ di M si consideri questa volta un incre-
mento of, =& Af, della componente f, della forza di superficie, essendo
Afy una funzione del punto arbitraria purche integrabile in ¢ e avente in
M un valore determinato diverso da zero, ed & una costante infinitesima.
Intendendo per 6.0 Pincremento corrispondente a tale variazione della forza,
sI porri

A
VL)_/‘],I"_]_[) = lim ——-~—-0£ (225).

il f Afs ddd

(o)

Ammessa Desistenza di tale derivata in ogni punto M di I’ per ciascuna
delle direzioni 1, 2,3 sopra considerate (al posto della direzione generica
x), potrebbe dimostrarsi senza difficoltd che la variazione prima 3. per

le variazioni arbitrarie df,, 6f,, df; delle forze di superficie in 3’ & data
dallespressione

T3
(3£ - / E E_}hrfu) (th s 3
J h=1
(=

e inversamente quando J.L possa esprimersi in tal forma, i coefficienti
delle df, saranno necessariamente le derivate suddette. Resta da osservare

come la definizione della derivata _ﬂ non sia che un caso limite della
ol (M)

(*%%) A differenza della funzione AE del paragrafo 49, la Af, pud restare fissa in
ogni determinato punto nel tendore dell’inforno al punto M; mentre potrebbe variare
anche la direzione da punto a punto, e nello stesso punto M nel passaggio al limite
(¥v. nota (), 7

Si pud avvertire che nel caso particolare qui considerato la definizione potrebhe
semplificarsi omettendo Vinfinitesimo &, ponendo ciod

AL
AL = lim =
L) (o)=L ’
Afx d.d
()
infatti il rapporto
4,4
— b

.
(o)

dove sia k un numero finito e 4, 1z variazione per Vinoremento k 47, , risnlta per ipotesi
indipendente da k. In realtd Pintinitesimo £ & sottinteso appunto in tale ipotesi, cive
nella riduzione del problema alla forma lineare.
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definizione generale della derivata [}y, cio¢ quello che si ha ponendo
Af, tnfinita in M in modo che risulti

lim & [ Afe A = O Fy;
-t

percio le due derivate hanno in realtd lo stesso significato, e, per quanto
g’e visto sopra, uguagliano dunque entrambe le componenti & dello spo-
stamento del punto M per Pazione delle forze effettive (quelle che equili-

brano la tensione per la quale & espresso .2) sul corpo col considerato
sistema di vincoli ausiliari strettamente rigidi.

02. La definizione pilt generale di derivata secondo Volterra puo ov-
viamente estendersi anch’essa al punto generico P del corpo, ponendo

Lxiry = {in}i (20,
(&= efAX dv

(8)

essendo JAX una funzione arbitraria purch® integrabile nell’intorno s, ed
b

avente in P> un valore determinato diverso da zero; ed & anche chiaro
che la precedente definizione della derivata Eﬁ—i fP) ¢ un caso limite di
quest’ultima. Puo enuneciarsi allora il teorema di Castigliano :

Sia un corpo elastico (nel senso ordinario) soggetto a vincoli quali si
vogliano, purché vi siano almeno sei condizioni di wvincolo indipendenti in
punti isolati, sicché sia possibile la considerazione di un sistema principale.
La dertvata del lavoro di deformazione di quest’ultimo rispetto alla compo-
nente secondo una date direzione della forza di massa o di superficie in un
dato punto, come anche la devivate rispetto alla componente nella stessa
direzione della forza concentrata in esso punto, ¢ uguale all’omologa com-
ponente dello spostamento dello stesso punto a meno del moto rigido definito
dagli spostamenti effettivi dei vincoli del sistema principale medesimo.

Si avverta che la derivata dipende dalle reazioni dei vincoli iperstatici,
mentre quelle dei vincoli del sistema principale interverranno (sole o in-
sieme con alcune delle prime) a determinare il suddetto moto rigido nel
caso che si tratti di vincoli elastici. Non oceorre invece osservare che per
considerare le derivate rispetto alla forza concentrata non si richiede che
una tal forza nel considerato punto sia compresa tra le effettive.

(*?6) Anohe qui nel caso partieolare counsiderato potrebbe omettersi formalmente
Vinfinitesimo e.
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Questo teorema & noto anche come primo teorema di Castigliano, in-
dicandosi come secondo teorema di Castigliano quello espresso dalle rela-
zioni (40), (40'), (40"). Si avverta che mentre in quest’ultimo si definiscono
tre diverse derivazioni rispetto a una stessa variabile, ciod lo spostamento,
dalle quali si hanno quantitda di diverse dimensioni, nel primo si definisce
la derivazione rispetto a ciascuna di tali quantitd, ma ponendo sempre a
denominatore una forza, ed ottenendo percid sempre lo spostamento. Non
si dimentichi infine che a differenza del primo il secondo teorema & valido
anche fuori dal eampo dell’elasticita lineare, e indipendente da ogni ipotesi
sui vincoli ; e che a tale maggior generalitda fa riscontro ovviamente la
mancanza d’interesse per le applicazioni (**8). Il primo teorema pud invece
applicarsi sia per valutare gli spostamenti, sia per porre come sopra s’¢
visto le condizioni riguardanti i vineoli iperstatici: non si tratta a ogni
modo, come pure 8’¢ messo in chiaro, che di una forma sotto la quale
pud presentarsi nel caso dei corpi elastici Dapplicazione del teorema dei
lavori virtuali.

(**7) In un punto nel quale si consideri agente (come caso limite) una forza con-
centrata la derivata risnlta a rigore infinita: per avere una valutazione dello sposta-
mento sufficientemente approssimata nel caso reale in eui la forza sia ripartita in un
certo intorno del punto medesimo bisogna trascurare una deformazione locale, come s’
detto alla nota (444). Per una definizione teorica di tale deformazione da trascurare po-
trebbe sostituirsi, nel caso del punto interno, alla soluzione del problema del semispazio
quella del problema del corpo indefinito (soluzione di Lord Kelvin per il eorpo isotropo).

(**8) Data la deformazione, e nota la legge d’elasticita per la quale da essa si passa
punte per punto alla tensione, la determinazione della forza di massa (e quindi eome
caso limite quella della forza concentrata) & un semplice problema di derivazione. (La
forza in nn punto dipende solo dalla tensione mnell’intorno del punto medesimo; al
quale infatti & limitato Iintegrale che esprime la variazione 84.)



