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dall’altra che la superficie medesima si mantenga piana, o si deformi in
modo dipendente anch’esso esclusivamente dalle componenti suddette :
si avranno allora come incognite solo queste ultime, e sard ovviamente
sodisfatta la condizione dell’'ngual deformazione delle due facce del
taglio.

34. Sia ora il corpo vincolato in un modo generico, cioe iperstatica-
mente. Si potra pensarlo liberato da tutti i vincoli effettivi, ¢ assogget-
tato invece a un arbitrarvio sistema isostatico di vincoli ausiliari sufficienti
a renderlo fisso (¢/ = »n” = 6): posto allora che agiscano su di esso, oltre
alle assegnate forze di massa e di superficie, le incognite reazioni dei
vincoli soppressi, potra esprimersi come soluzione del problema precedente
la tensione, e quindi la deformazione, in funzione di tali incognite; le
quali potranno allora essere determinate in modo che restino sodisfatte
le effettive condizioni di vincolo. Si porra che queste siano rigide in senso
lato, assegnando per ciascuna condizione elementare uno spostamento
(eventualmente nullo), ciod il gid considerato cedimento del vincolo stes-
so (143),

Le n condizioni di vineolo si scriveranno nella forma (19), dove le
s saranno le componenti di un particolare spostamento ottenuto integrando
la deformazione suddetta, e pertanto come quest’ultima funzioni delle
reazioni incognite (*). Le condizioni di possibilita di tale sistema per i
sei parametri di moto rigido wy, , ..,y , cio le relazioni tra le reazioni
che si ottengono eliminando da esso i parametri medesimi, sono condizioni

(43) Potrd trattarsi di un cedimento effottivamente osservato in una costruzione
gid eseguita e soggetta ai carichi cousiderati, o anche semplicemente presunto come
effotto dei carichi stessi per confronto con casi analoghi, quando la costruzione sia
soltanto progettata,

Gli spostamenti assegnati si riguarderanno ovviamente anch’essi infinitesimi per
un fattore costante sottinteso.

(11) Qui non & da tacere la difficoltd consistente nel non potersi esprimere gli
spostamenti dei punti vincolati per il caso che sarcbbe da considerare secondo la defi-
nizione data dei vincoli, ciod il caso limite delle reasioni concentrate nel pnunti mede-
simi, poichd lo spostamento di un punte della superticie, nel quale vada concentrandosi
una forza finita, inteso come soluzione esatta del problema (’elasticitd, tende all’infi-
nito. Se si considera il semispazio delimitato da un piane, costituito di materiale ela-
stico isotropo (probloma del suolo isotropo), quando su una superficie 2 di tale piano
agisca una forza f per unith di area, normale al piano wmedesimo, lo spostamento di
un punto di questo secondo la stessa direzione normale risulta proporzionule al poten-

ziale newtoniano di semplice strato [i dd (essendo ¢ la distanza del punto medesi-
7

()

mo dal punto generico di X). Quande la X si riduce allinterno infinitesimo di un
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di congruenza per il corpo considerato coi suoi effettivi vincoli, come s’¢
visto al paragrafo 16, dove s’& gid anche accennato a questo procedimento:
esse sono in numero di # — ¢ essendo ¢ la caratteristica della matrice in-
completa del sistema ; alle quali sono da aggiungere le equazioni d’equi-
librio tra le incognite reazioni e le forze assegnate (di massa e di super-
ficie), equivalenti alla condizione di annullamento delle reazioni dei vincoli
ausiliari. Se si ricorda che da queste ultime, quando sia ¢ < 6 (caso del
corpo labile), possono ottenersene 6 — ¢ eliminando tutte le reazioni, che
sono le condizioni di possibilita del problema, si conclude (come gia allora)

punte O, poesto lim | fd.1 = F (forza finita), tale spostamento diventa proporzicenale ad
()

F

- essendo 7 la distanza da O.

Siccome d’altra parte il materiale non pud sopportarc una tensione eccedente certi
limiti, ogni reazione deve effettivamento ripartirsi in un certo intorno superficiale del
punto teoricamente vincolato. Cido che importa & allora (8’intende ove il problema non
sia altrimenti definito) di trovare un’espressione dello spostamento di ciaseuno dei punti
vincolati ‘dovnto alla reazione cha si esercita nel punto medesimo, la quale dipenda
soltanto dall’intensitd i essa renzione, e pessa intendersi valida nell’effettiva condizio-
ne rappresentata schematicamente dal vincolo concentrato: si vede facilmente come
possa assumersi per tale nn’espressione ottenuta traseurando una defermaszions locale,
ciod quella che potrebbe dirsi in un certo senso Uimpronta del corpo ¢he fa da vincolo
sulla suaperficie del corpo vincolato (ma senza idea di permanenza). Benche infatti sia
proprio la deformazione locale a rendere infinito al limite lo spostamento, & chiaro che
in ogni caso effettivo lo spostamento ad essa corrispondente sari dell’ordine di gran-
dezza dell’errore inevitabile nell’assegnazione del cedimento.

Teoricamente potrebbe definirsi la deformazione da trascurare come quella pro-
dotta dalla stessa reazione supposta agente snl semispazio delimitato dal piano tan-
gente alla superficie del corpo nel punto considerato. Resterebbe cosi lo spostamento
dovuto a una forza staticamente ad essa equivalente, ma ripartita sulla superficie
del corpo in un certo modo conforme alla soluzione del problema del semispazio (suolo
elastico), agente sul corpo con i suoi vinecoli ausiliari ; ed essendo tale forza evidentemente
finita in ogni punto (e nulla nel punto considerato, tale restando costantemente nel
passaggio dalla forza effettivamente ripartita al caso limite della forza concentrata),
si ottiene cosl per ogni intensitd della forza uno spestamento finito. Non occorre av-
vertire che tale considerazione & valida per qual si voglia posizione del piano tangente
rispetto alla superficie: & da osservare pinttosto come la deformazione trascurata risalti
cosl in sostanza una deforinazione locale, come sopra s'era dette, pur estendendosi a
rigore a tutto il eorpo. (Ogni effettiva delimitaziene di un intorno al quale intendere
estesa la deformazione locale sarebbe ovviamente arbitraria.)

Nelle applicazioni si useranno invece espressioni approssimate dello spustamento
ottenute estendendo i risultati riferentisi a problemi posti senza azione di forze con-
centrate (per esempio nella teoria delle travi), dalle quali si avrd pertanto un valore defi-
nito in ogni punto. E chiaro che in tale estensione vengono trascurate le deformazioni
locali intorno ai punti di coneeuntrazione delle forze.
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che si ha in tutto per le n reazioni un sistema di altrettante equazioni (14%),
(Tale eliminazione delle reazioni dalle equazioni d’equilibrio pud conseguirsi
esprimendo Pannullamento del lavoro virtuale per ciascuno dei moti rigidi
indipendenti consentiti dai vincoli, vale a dire per ciascuna delle 6 — ¢
soluzioni indipendenti del sistema (19) coi secondi membri nulli (149).)

Si puo osservare subito che le n equazioni suddette sono lineari, es-
sendo le (19) lineari nelle _s_, e queste funzioni lineari delle incognite rea-
zionl : quest’ultima proprietd consegue evidentemente dal carattere lineare
del problema sopra considerato per il corpo vincolato isostaticamente.
Quando sara dimostrato, come si fara prossimamente, che tale sistema di
equazioni non puo essere indeterminato, restera pertanto assicurata anche
’esistenza della soluzione.

Il modo pitt conveniente per esprimere le 9_, posta nota la tensione
e quindi la deformazione in funzione delle reazioni, & quello dato dall’ap-
plicazione del teorema dei lavori virtuali esposta al paragrafo 27, assumendo
la forza ausiliaria di volta in volta agente nel punto e secondo la direzione
cui ciascuna delle s si riferisce, e un sistema ausiliario di vincoli rigidi
ad arbitrio (indipendente pertanto da quello sopra considerato (147)). Nel
caso ordinario del corpo non labile converra poi scegliere tali sei condi-
zioni di vincolo indipendenti fra le stesse condizioni effettive, con gli as-
segnati spostamenti, pensando tolte le altre n — 6 condizioni da conside-
rare sovrabbondanti. Lo spostamento s sard allora quello sodistacente alle
6 condizioni di vineolo conservate, dunque s; = s; per ¢ da 1 a 6, distinte
con tali indici le condizioni medesime (1*8): dalle prime 6 equazioni(19), che

(195) Come s’ gitv acceunato in proposito delle travature reticolari, 1a Iabilith
& naturalmente nna condizione inammissibile in una costruzione, ma potrd convenire
talvolta studiare separatamente una parte labile di una costruzione cowmplessa : le con-
dizioni di possibilitd dovranno ovviamente essere sodisfatte tra le forze ad cssa diret-
tamente applicate ¢ le azioni escreitate dalla rimanente parte della costrnzione mede-
sima,

(146) L’eliminazione delle incognite pud ovviamente esegnirsi anche in modo diret-
to ugnagliando a zero i determinanti di ordine ¢ + 1 della matrice completa del siste-
ma doelle sei equazioni d’equilibrio: il metodo indicato nel testo ® in generale preferi-
bile nelle applieazioni, poiche i moti rigidi consentiti dai vincoli sono immediatamente
riconoscibili.

(%7 Lo spostamento s che cosl si esprime @ quello (corrispondente alla conside-
rata deformazione) definito da queste ulfimne eondizioni ausiliarie di vincolo, le quali
debbono dungue essere lo medesime per la determinazione di tutte le s, nel senso che
si dovranno anche assegnare per 1 punti vincolati gli stessi spostamenti. Per nna scelia
generica i tali vincoli converrebbe ovviaments perre gli spostamenti tutti nulli.

(148) L7applicazione del teorema dei lavori virtuali diventa ovviamente inutile,
poichd condurrebbe semplicemente a ritrovare gli stessi valori s;. Si pno osservare che
essendo in tale applicuzione la forza ausiliaria equilibrata da una reazione ad essa op-
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risulteranno cosi omogenee, si otterrd wy = ..=17_,=0, e le equazioni
successive diventeranno semplicemente s; — ;k, per k da 7 ad n. Queste
saranno dunque le condizioni di possibilita del sistema (risultanti dall’e-
liminazione delle incognite w,, ,...,(,), ossia le condizioni di congruen-
za (149), Insieme colle 6 condizioni d’equilibrio esse serviranno a determi-
nare, come nel procedimento generale, le reazioni.

il corpo liberato dalle condizioni di vincolo considerate sovrabbondanti
si dira un sistema principale. Lo stesso sistema principale potrda infine
considerarsi anche nel porre il problema della determinazione della ten-
sione in funzione delle reazioni, assumendo il sistema di vincoli di esso
anche come primo sistema aunsiliario : si considereranno cosi come incognite
nelle espressioni della deformazione, e quindi degli spostamenti ;c, sol-
tanto le m — 6 reazioni dei vincoli sovrabbondanti, che si diranno ineo.
guite iperstatiche ; a determinare le quali varranno le sole n — 6 suddette
condizioni di congruenza, mentre le 6 eondizioni d’equilibrio si considere-
anno a parte per trovare, quando interessino, le reazioni dei vincoli del
sistema principale (1°0).

I chiaro da ultimo come per esprimere la tensione prodotta nel si-
stema principale dal sistema delle forze assegnate e dalle incognite rea-
zioni iperstatiche sia necessario saper esprimere separatamente la parte
dovuta alle prime e quelle dovute a ciascuna delle seconde, proporzionali
alle reazioni medesime (come risulta dal gid osservato carattere lineare del

posta, e qnindi da una tensione identicamente nulla, si annnllerebbe il lavoro virtuale
interno per qualunque deformazione, dunque anche per quella prodotia dalleffettiva
reazione concentrata (che va sempre riguardata come limite di una forza ripartita).

(*9) I termini noti di tali equazioni sono le componenti di spostamento assegnate
8, meno le parti delle rispettive _k corrispondenti alla deformazione prodotta dalle
forze direttamente applicate agenti sul corpe eol primo sistema di vincoli ansiliari
isostatici, e i termini contenenti le incognite reazioni sono le parti delle medesime ?k
corrispondenti alle deformazioni prodotte dall’azione di ciascima di esse incognite sul
corpo medesimo ; intendendosi determinate le ;c mediante le condizioni di vincolo effet-
tivo mantenute. Colla scelta di un secondo sistema di vineoli ausiliari ad arbitrio si
ottiene un sistema eqnivalente (condizione di congruenza estrinseca della somma delle
due suddette deformazioni), costitnito eiod da combinazioni lineari delle stesse equazioni.

(1%0) 8i deve avvertire per altre che la coincidenza dei due sistemi di vineoli
ansiliari costitnisce teoricamente una complicazione: nell’esprimere ciascuno degli spo-
stamenti s bisogna prescindere non solo, come nel procedimento generale, dalla de-
formazione locale dovuta alla rispettiva reazione, ma anche da quella dovnta a eiascuna
delle reazioni degli stessi vineoli ausiliari, per poter attribuire ai punti d’applicazione
di essi spostamenti determinati. I1 vantaggio che si ha in pratica da tale eoincidenza
¢ quello di ottenere direttamente, come 8@ visto, il sistema di n — 6 equazioni che
altrimenti si avrebbe usando le equazioni d’equilibrio per eliminare le reazioni dei vin-
coli del sistema principale.
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problema): & ovvia allora la convenienza di servirsi di ciasenna di queste
ultime espressioni anche come espressione della tensione equilibrata colla
forza ausiliaria avente la stessa retta d’azione, nell’applicazione del teo-
rema dei lavori virtuali. Si giunge cosi alla forma particolare che assume
comunemente in pratica il procedimento generale sopra indicato (1°!).

3b6. Si espone ora la preannunziata dimostrazione dell’unicitd della
soluzione del problema trattato : proposizione mnota come teorema di Kir-
chhoff.

Per il gid osservato carattere lineare del problema (*°%) & chiaro in-
nanzi tutto che la differenza tra due soluzioni di esso sarebbe soluzione
dello stesso problema reso omogeneo, dunque con forze assegnate di massa
e di superficie tutte nulle e con spostamenti tutti nulli dei punti vinco-
lati. Considerato allora il corpo equilibrato in tali condizioni, si appli-
chi il teorema dei lavori virtuali assumendo come spostamento virtuale

(151) 11 rapporto fra la tensione dovuta a ciaseunn forza ausiliaria e la forza me-
desima (questa volta univocamente determminata, come si dimostrera appresso) potra dirsi
« tensione dovuta alla forza unitaria» (si confronti la nota (116)). I’ da evitare invece
come contraria al buon seunso 'espressione convenzionale «condizione di carico X;=1»
per indicare la condizione data dalla forza ausiliaria riguardante la i® condizione di
vincolo.

i’ chiaro che nel ecaso di un corpo labile si potrebbe ricorrere a un sistema prin-
cipale sempre scegliendo le » — ¢ condizioni di vincolo sovrabbondanti, e introduncendo
6 — ¢ condizioni integrative solo nell’esprimere gli spostamoenti s od s (ciod solo per il
gsecondo dei sistemi ausiliari sopra considerati). Si ricordi infatti (§ 16) che per leqmi-
librio di un tal sistema principale si richiedono soltanto lo 6 — ¢ condizioni necessarie
per il corpo con tutti i suoi vinecoli, e che in particelare i vincoli effettivi rimasti sono
in grado di equilibrare ogni forza applicata al posto di ciascuna delle reazioni dei vin-
coli soppressi (le quali percid appunto sono iperstatiche),

Si pud osservare da ultimo che quando la tensione dovuta alla forza ausiliaria
agente sul sistema prineipale sia nota in modo approssimato (come sard generalmente
in pratica), nsandola nell’applicazione del teorema dei lavori virtuali si introduarra in
generale un errore nella soluzione del problema effettivo; mentre non si introdurrebbe
errore ponendo in luogo di essa una tensione esattammente equilibrata colla stessa forza
ausiliaria, determinata senza riguardo alle condizioni di congruenza che distinguono Vef-
fottiva tensione prodotta dall’azione di essa forza sul sistema principale elastico.

(152) Tale carattere non consiste soltanto nella lineariti di tutte le equazioni inde-
finite e al contorno, mediante le quali il problema si esprime analiticamente, e nell’es-
sere le equazioni medesime riferite in tal forma (come si ammette implicitamente in
ogni problema) ad uno spazio fisse assegnato e al smo contorno, ciod ad un’assegnata
configurazione del corpo: & essenziale anche che in esse equazioni i dati del problema,
forze e spostamenti assegnati, costituiseanc linearmente i termini noti; o in altre parole,
che le equazioni medesime siano lineari anche nel complesso delle funzioni incognite e
dei dati medesimi.
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uno spostamento continuo corrispondente a tale supposta soluzione (173):
risultando ovviamente nullo il lavore virtuale esterno (per essere nullo in
ogni punto e secondo ogni direzione la componente della forza o quella
dello spostamento), dovra esser nullo anche il lavoro interno ; dunque

/(Gm &z~ Oy &y + 02 &+ Tay Yoy + Tz Yy - Tow P2) AV = 0.

9
E poiche tale espressione rappresenta il doppio del potenziale elastico,
dovrd esser nulla in ogni punto la funzione integranda, e cosi anche
Ia tensione e la deformazione. TLa differenza tra due soluzioni dello stesso
problema non puo esser data dunque che da un sistema (i tensioni (e di
deformazioni) identicamente nulle,

Uu’altra ovvia conseguenza del carattere lineare sopra ricordato (gid
osservata al paragrafo precedente) pud esprimersi nel modo seguente : La
soluzione del problema d’clasticitia riguardante un certo sistema di forze e
di cedimenti ¢ la somma delle soluziowi che si hanno per sistemi parziali
di forze e di cedimenti, che insieme costituiscano i vispettivi sistemi totali.
Per soluzione s’intende il sistema delie tensioni e delle deformazioni, e
quindi anche degli spostamenti determinati da queste ultime e dalle
condizioni di vincolo. Tale proprietd & nota come legge di sovrapposizioni
degli effetti (1°4),

In particolare si osservi come il problema considerato possa trattarsi
ponendo da prima che il corpo, soggetto all’azione delle assegnate forze,
sia vineolato rigidamente in senso stretto, per poi valutare separatamente
Peffetto dei soli spostamnenti assegnati, secondo le assegnate direzioni, per

(1%3) 8i ricordi che la condizione della continnitd dello spostamento » la sola es-
senziale per la validita della relazione analitiea esprimente il teorema dei lavori vir-
tuali. Lo spostamento va considerato infinitesimo solo allo seopo i attribuire ai numeri

E, . ?—E— + —Qé—- il significato di componenti di deformazione.
ox oz dJx

Si avverta che si dimostra cosl lunicitd della tensione corrispondente ad uno
spostamento continno, e pertanto continna essa stessa in ogni punto insieme con tntte
le derivate prime, come s'& visto alla fine del paragrafo 32,

(134) In tale enunciato & sottinteso che il problema sia posto ogni volta per lo
stesso corpo con le stesse condizioni di vincolo, nel senso gid dichiarato (designazione
dei pnnti vineolati e della direzione di ogni vincolo). Lo stato di tensione prodetto nel
corpo con certe condizioni «i vineolo da certe forze e certi spostamenti nssegnati risnlta
ovviamente, nelle stesse ipotesi che consentono la formulazione lineare del problema,
indipendente da un altro stato preesistente quale si voglia, che potrebbe anche pensarsi
ottennto sollecitando il corpo con condizioni di vincolo diverse; ma & chiaro che non
potrebbe parlarsi allora di sovrapposizione, poich® in ciascuno dei punti vinecolati nel-
I'nna o nell’altra sollecitazione verrebbe a sommarsi lo spostamento assegnato nel rispet-
tivo problema (eansa) con quello risultante nell’altro (eftetto).
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i punti vinecolati. Cosi ¢’intendera d’ora innanzi, quando non sia esplicita-
mente dichiarato il contrario. Potra dirsi allora, per esempio, che gli ef-
fetti di ogni data forza sono proporzionali all’intensita di essa (1%°).

¢ Gli spostamenti considerati cosi indipendentemente dalle forze, ai quali
pertanto non puo piu attribuirsi il significato di cedimenti nel senso gia
dichiarato (v. la nota (*4%)), possono ugualmente assumere un proprio signifi-
cato fisico. Un caso importante e quello dei
difetti di costruzione o di montaggio. Si pensi
per esempio ad una frave rettilinea appoggiata
in tre punti: e chiaro come per un errore nella
costruzione di essa o nella collocazione degli ap-
poggi (anzi in ogni caso per difettoso adeguamento dell’una allaltra
operazione) possa aceadere che disposta la trave su due degli appoggi
medesimi (A4 e C della fig. 63), per il contatto col terzo appoggio (B) si
richieda uno spostamento mnon pin consentito alla trave considerata
rigida (1), Ma potrebbe pure pensarsi a movimenti del terreno di
fondazione indipendenti dai carichi ad esso trasmessi dal corpo consi-
derato : moti spontanei, come ritiro o rigonfiamento di un terreno argil-
loso, o dovuti & carichi trasmessi da costruzioni vicine ; o anche cedimenti
permanenti, effetto di carichi gid applicati al corpo ma su esso non pin

agenti.

36. Come §'¢ gid detto alla nota (13°), Vipotesi degli spostamenti infi-
nitesimi reca come conseguenza che giano infinitesime anche le forze : per
essere dunque effettivamente finite le forze da considerare, e finiti gli
spostamenti assegnati, in luogo della soluzione corrispondente a tali forze
F (di massa) ed £ (di superficie) e a tali spostamenti 8 si ottiene in realta
la soluzione corrispondente alle forze e, ¢f e agli spostamenti ¢8, essendo

(155) Cid & gid stato osservato alla fine del paragrafo precedente trattandosi degli
effetti sul sistema principale, che essendo isostatico non & soggetto a tensione per gli
spostamenti assegnati,

Si avverta che una forza agente in un punto vincolato rigidamente in senso stretto
viene direttamente equilibrata dalla reazione per quunto riguarda la sua eomponente
in ciascuna delle direzioni delle assegnate condizioni di vineolo; restano dunqgne attive
due componenti nel c¢aso di una sola condizione, e una sola nel caso di dne condizieni
(componenti da intendere ottenute come s’& detto all’inizio del paragrafo 16 per quelle
dello spostamento). Pud aversi infatti ovviamente in tal modo una seluzione, data dalla
tensione identicamente nulla, sodisfacente alle condizioni d’equilibrio e a tutte quelle
di congruenza (con spostamento pure identicamente nullo).

(156) In pratica la trave potrebbe aderire all’appoggio B per la sola inflessione do-
vuta al suo proprio peso. Cid ovviamente non toglie significato fisico agli effetti del
solo spostamento, i quali permarrebbero (permanendo il contatto) quando Veffetto di tal
peso fosse eliminato dall'azione di forze ad esso opposte.
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¢ un numere infinitesimo, divisa per s Kssa sard abbastanza prossima
alla prima, quindi accettabile in un dato ordine d’approssimazione, quando
siano sufficientemente approssimate le equazioni poste e le condizioni al
contorno, intese le une e le altre riferite (cosi come sono seritte) alla con-
figurazione fissa iniziale. E da ricordare dunque in primo luogo che le
equazioni d’equilibrio e le condizioni suddette sono valide esattamente se
riferite invece alla configurazione finale, cioé quella effettivamente assunta
dal corpo sotto l’azione delle forze considerate. Bisogna inoltre ammettere
mnanzi tutto Vesistenza di una corrispondenza biunivoca fra le compo-
nenti della tensione e i numeri &, &, ,&;, Yoy s Yyzy Yz definiti secondo le
(5), come nel caso limite degli spostamenti infinitesimi, e ammettere poi
che tale corrispondenza sia ancora quella lineare del caso medesimo (1%7).

Nelle applicazioni riguardanti quei ecasi nei quali sia evidentemente
inammissibile lo scambio delle due configurazioni suddette si usano spesso
ugualmente equazioni ricavate dalla teoria fondata sugli spostamenti infi-
nitesimi, ammettendo dunque le relazioni lineari tra le componenti della
tensione e le usunali componenti della deformazione &z, ..., 7., , ma tenendo
conto della variata configurazione del corpo nell’esprimere le condizioni
d’equilibrio (*°8). Non sard meraviglia se cosi operando si potra eventual-

157y Per il primo punto si osservi che nei casi gid aceennati in cui i numeri
¥

Epyoe

deformaziene per essere la rotazione (cioe altre derivate dello spostamento) di un ordine

-+ ¥, DON Dpossano rappresentare con sufficiente approssimazione le componenti della

di grandezza superiore, non si potrd ammettere nessuna relazione che riguardi esclusi-
vamente 1L numeri stessi e le componenti della tensione. La grandezza della rotazione
pno dungue rendere insufficiente ’approssimazione delle equazioni di equilibrio scritte
al modo ordinario non solo per non essere ammissibile lo scambio della configurazione
finale con quella iniziale (sopra tutto per la grandezza degli spostamenti che si accom-
pagnano a tali rotazioni, come nell’osempio della fig. 21), ma anche e per doppia ra-
gione Papprossimazione delle condizioni di congruenza espresse per la tensione.

8i ricordi che nel caso della mensola sollecitata da una coppia, considerato come
escmpio al paragrafo 7 (fig. 25), la variazione della configurazione non pud evidente-
mente avere importanza: per quanto riguarda Paltro effetto della grandezza della rota-
zione potrebbe vedersi che mentre resta accettabile in tal caso DUespressione della ten-
sione che risulta dalla teoria fondata snllespressione lineare della deformazione, si ha
invece effettivamente da tale teoria un errore non sempre trascurabile nella determina-
zione dello spostamento dei punti nell’asse, apparendo quest’ultimo trasformato in pa-
rabola anziché in cerchio, e di lunghezza anmentata anziche invariata.

(*%8) In molti problemi non ha interesse in pratica porre le condizioni d’equilibrio
per lelemento generico infinitesimo, ma solo quelle riguardanti parti del corpo con
dimensioni finite, conforme al carattere ’ approssimazione della soluzione cercata.
Cosl nel caso della menscla della fig. 21 (§ 5), essendo nota in modo sufficientemente
approssimato la tensione in ogni punto in funzione della risultante delle tensioni agenti
sulla sezione generica e del momento risultante di esse rispetto al baricentro € della
sezione medesima, basta considerare Vequilibrio del tronco fra questa e Uestremo B : si
ottiene per risultante in ogni sezione la stessa forza P, e per momento (come gid al
paragrafo 5 #’® accennato) il prodotto P (¢ -+ #), essendo 5 la differenza tra gli sposta-
menti di B e di C,

D. Bonvicint - B. Daul’Agrio — La teoria dell’ elasticitd. ]
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mente trovare pit d’una soluzione (***): il problema & infatti diverso,
per la distinzione fatta tra le due configurazioni, da quello per ecui
s’¢ dimostrato il teorema di Kirchhoff. A tale ultimo problema, e
quindi  all’ unicitd della soluzione in ogni caso, e¢i si ricondurrebbe
ove si riguardasse come assegnata la configurazione finale anzielie quel-
la iniziale, alla quale si perverrebbe dalla prima mediante lo spo-
stamento opposto a quello trovato. Tale considerazione dimostra per
altro che lo spostamento non wunico potra aversi solo in casi ecce-
zionali, dovendo verificarsi la coincidenza delle configurazioni iniziali,
siascuna univocamente determinata, che corrispondono a configurazioni
finali diverse. Ed & ovvio presumere che la stessa conclusione valga
anche per il problema effettivo, posto ciot senza la semplificazione sopra
accennata (esistenza e linearitd della relazione fra le componenti della
tensione e 1e &, ... y,).

Per quanto riguarda la legge di sovrapposizione, & chiaro che anch’es-
sa sard accettabile quando sia praticamente lecito ridurre il problema alla
forma lineare mediante tutte le semplificazioni sopra indicate. I8 da ricor-
dare in particolare che tale proprieta, di ovvia importanza applicativa,
viene a mancare quando non sia ammissibile lo seambio della configura-
zione finale con quella iniziale,

37. Si puo ora estendere il concetto di vincolo considerando anche il
caso dei wvincoli elastici, manifestantisi dove il corpo considerato sia colle-
gato con altri corpi elastici. A una definizione pilt precisa sard utile pre-
mettere i seguenti esempi:

a) Sia una trave orizzontale AB (fig. 64)
appoggiata agli estremi e collegata in ¥ con una
seconda trave orizzontale CI), pure appoggiata agli
estremi e perpendicolare alla prima: il collegamento
sia tale da imporre Pugunaglianza degli abbassamenti
in F delle sezioni collegate. K chiaro che si mani-

Fig. 64 festa in X/ per la trave A B una condizione di vincolo

non rigido, perche Pabbassamento di tal! punto non
¢ assegnato, ma dipende dall’azione mutua che in esso si trasmettono
le due travi: vincolo che potra ovviamente dirsi elastico.

(#39) Nel caso della nota precedente cid potri nccadere quando sia nnlla eceentri-
citd e (lig. 21). Si tratta del pitt nofo tra i fenomeni di instabilita dellequilibvio accen-

nati alla nota (17%),
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b) Si consideri un arco vincolato a cerniera alle imposte con le
sommitd A, B @i due pile incastrate al suolo (fig. 65). Si hanno in tali
punti due sistemi di vincoli elastici fra loro indipendenti, costituito ecia-
secuno da due condizioni di vincolo che a lor volta possono considerarsi
indipendenti, ove si osservi che ciascuna delle
componenti orizzontale e verticale dello sposta-
mento della sommita della pila & da riguardare
sostanzialmente come effetto della rispettiva com-
ponente della forza ad essa trasmessa dall’arco.

e) Sia la trave AB appoggiata agli e-
stremi e collegata in H, F, G, H, I rispettiva- . Pm
mente con le sezioni L, M, N, O, P di un arco
incastrato alle imposte C, D, per mezzo di mon-
tanti rigidi articolati a cerniera ai due estremi (fig. 66). A differenza del
caso precedente si hanno qui per la trave condizioni di vincolo elastico

non indipendenti (nel senso in cui & stata
£ F Gy H 1 B usata sopra tale parola), cioé¢ mnon esprimibili

“ i ciageuna separatamente dall’altra.

Si porra in generale che i corpi elastici
che fanno da vincolo siano a lor volta vincolati
rigidawente, e in ogni caso sufficientemente,
vale a dire non labili (1%%): ogni sistema di
vincoli elastici determinato dal collegamento del corpo considerato con
un altro corpo elastico si definira allora mediante un certo numero di
relazioni, esprimenti ciascuna una componente di spostamento di un
punto come funzione lineare di un ugual numero di componenti di
reazione. Tali relazioni saranno omogenee ogni volta che non siano asse-
gnati cedimenti dei vincoli rigidi del corpo che fa da vincolo, e que-
st'ultimo non sia sollecitato da forze estranee, ciod diverse da quelle
trasmesse dal corpo considerato, né vi siano infine difetti di costruzione
o di montaggio. Quest’ultima condizione riguarda I’ insieme del corpo
considerato con tutti i suoi vincoli rigidi ed elastici, ed ¢ da intendere
nel senso che il corpo indeformato possa aderire a tutti i vincoli medesimi,
essendo a loro volta i corpi che fanno da vineolo indeformati e aderenti
ai loro vineoli rigidi (161),

Ricordando il primo degli esempi sopra citati, nel quale la condizione
di vincolo elastico si esprime ovviamente in forma analitica mediante una

Fig. 65

A
i
b

Fig, 66

(180) Potrd considerarsi come caso limite un solido elastico indefinito, per esempio
il gid accennato semispazio delimitate da un piane, ponendo in luogo delle suddette
condizioni di vincolo rigido la condizione che lo spostamento si annulli allinfinito.

(18t) E’ ovvio che nella considerazione dei difetti di costruzione o di montaggio i
vincoli rigidi vanno intesi tali in senso stretto.
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relazione lineare tra lo spostamento verticale del punto E ¢ la reazione
che si esercita in esso da parte della sceonda trave, & chiaro che ftale
relazione non sarda omogenea quando sia assegnato per Vappoggio ¢ di
quest’ultima un certo cedimento: il suddetto spostamento dovrda infatti
uguagliare lo spostamento dello stesso punto considerato appartenente alla
seconda trave, dato in tale ipotesi dalla somma di una parte proporzio-
nale all’azione che essa riceve dalla prima, cioe alla suddetta reazione, e
di una parte dovuta al moto rigido (rotazione intorno all’appoggio D)
neecessario affincheé sia sodisfatta in € la condizione i vincolo col rispet-
tivo cedimento. Alla stessa conclusione si giunge ovviamente pensando
la trave OD gravata da altre forze, o costruita in modo difettoso (cioe

non rettilinea).

I coefficienti delle suddette funzioni lineari delle componenti di rea-
zione esprimenti le componenti di spostamento per ogni dato sistema di
vincoli elastici costituiscono in ogni caso una matrice simmetrica, come
risulta dalla seguente proposizione, nota come teorema di Maxwell : con-
siderato un corpo elastico vincolato rigidamente (in senso stretto), la compo-
nente secondo wna certa direzione dello spostamento di un punto A per
effetto di una certa forza concentrata in un punto B, viferita all’unita d’in-
tensita della forza medesima, ¢ uguale alla componente dello spostamento
del punto B secondo la direzione di tale forza per effetto di wna forza
concentrata tn A nella prima direzione, viferita all’unita di intensitd i
8,(4) __ 8:(B)

Fp  Fy’
dette, I’y Pintensita della forza agente in A secondo la direzione 1, Fp
intensitd della forza agente in B secondo la direzione 2. Tale teorema
deriva ovviamente dalla formula di reciprocitd (38), che esprime Pugua-
glianza dei lavori interni corrispondenti ai lavori esterni ¥, s (A), Fpsy(B).

Interessa osservare inoltre che la forma quadratica corrispondente
alla suddetta matrice simmetrica & in ogni caso definita negativa : ri-
guardate infatti le variabili come componenti di reazione, essa rappresenta
il lavoro delle reazioni dei vincoli resi omogenei (intendendo che siano
omogenee le rispettive equazioni) per gli spostamenti dei punti vincolati,
contrario a quello sempre positivo delle rispettive azioni sul corpo ela-
stico che costituisce il considerato sistema di vincoli.

essendo 1 ¢ 2 le direzioni sud-

quest’ultima. In simboli

Le espressioni lineari degli spostamenti (coi loro eventuali termini
noti) vanno poste evidentemente in luogo dei valori assegnati di essi al
secondo membro delle (19), nel metodo generale indicato al paragrafo 16,
per ottenere le equazioni che servono a determinare le reazioni dei vin-
coli : risulta quindi applicabile anche al caso dei vincoli elastici tutto
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quanto s’¢ detto successivamente in tale proposito. (Si dovranno natural-
mente considerare insieme tutte le condizioni di vincolo, rigide ed elasti-
che, del dato corpo (1%2).)

I ovvia la dimostrazione del teorema di unicita della soluzione per
il caso dei vincoli elastici, ove si ricordi che il lavoro delle reazioni di
tali vincoli non puo essere > 0. Cosi pure & ancora evidentemente valida
Ia legge di sovrapposizione degli effetti, da intendere come nel caso dei
vincoli rigidi, ma considerando oltre alle forze, insieme cogli spostamenti
assegnati, le altre sopra indicate cause di non omogeneita delle equazioni
esprimenti le condizioni di vincolo. Pertanto anche i vincoli elastici sa-
ranno considerati d’ora innanzi « omogenei», intendendosi di valutare a
parte gli effetti (reazioni, tensioni, deformazioni e spostamenti) delle cause
suddette.

(162) Le condizioni di possibilitd del sistema (19) esprimone questa volta Fadegna-
mento della considerata deformazione del corpo, oltre che alle condizioni di vincolo ri-
gido per qunesto assegnate, alla deformazione degli altri corpi costituenti i vincoli ela-
stici per offetto delle azioni che sn essi viene ad esercitare il primo corpo, tennto conto
naturalmente delle condizioni di vincolo rigido dei corpi medesimi nonche di tutte le
circostanze sopra indicate come cause di non omogeneitd delle condizioni di vincolo
elastico. Resta percid tooricamente illimitato il nmmero delle possibili condizioni di vineolo
elastico in un medesimo punto, anche quando siano assegnate per esso condizioni di
vincolo rigido (in numero queste nltime non maggiore di tre, come s'& visto alla
nota (8%)).

Quando si avesse un sistema di vincoli elastici costitnito da un corpo labile, bi-
sognercbbe ricorrere a un sistema di vincoli ausiliari integrativi per il corpo medesimo
al fine di esprimere gli spostamenti ¢ in funzione delle incognite reazioni, In tali cspres-
sioni interverrebbero poi 6 — ¢, parametri di moto rigido di tale corpo (essendo ovvia-
mente la caratteristica ¢, da riferire alle condizioni effettive di vincolo di esso), cho
rimarrebbero come incognite oltre alle suddette reazioni nelle n — ¢ equaziont di con-
gruenza; alle quali sarebbero @’altra parte da aggiunngere, insieme con lo condizioni
d’¢quilibrio indipendenti del corpo vincolato, le 6 — ¢, condizioni per le sole forze
da considerare direttamente applicate all’ altro corpo, fra cui le medesime incognitoe
reazioni cambiate di segno (annullandosi cost le reazioni dei suddetti vineoli inte-
grativi); e risulterebbe cosi in tutto un numero di equazioni pari al numero totale
delle incognite.

Nel caso del sistema di m corpi considerato alla fine del paragrafo 17 si debbono
aggiungere alle ' — ¢’ oquazioni di congruenza ivi indicate le 6 equazioni d’equilibrio
dei singoli corpi; dalle quali potranno per altro estrarsene 6m — ¢" non contenenti le
reazioni (condizioni d’cquilibrie per le sole forze applicate, nocessarie quando il sistema
sia labile), e si avranno cost »’ equazioni per le »' reazioni dei vincoli esterni ed interni.

E interessante avvertire che in un problema riguardante un unico corpo potrd
essere conveniente in pratica considerare come sistema principale il corpo medesimo
(trave o sistema di travi) diviso in parti tra loro vincolate, conservando totalmente o
parzialmente i vincoli esterni.



118 CAPITOLO V

38. B necessario ora generalizzare il concetto di vincolo anche in
altro senso, con lintroduzione di vincoli riguardanti non pitt punti isolati,
ma tutti 1 punti di una parte 3“ della superficie del corpo (non necessa-
riamente connessa) (163), Posto che in ogni punto di 3/ siano fissate tre
direzioni variabili con continuitd, si avrd un vincolo rigido in senso lato
quando siano assegnate in ciascuno dei punti medesimi le componenti
dello spostamento secondo Je medesime direzioni, sotto lovvia condizione
che siano anch’esse continue (164).

Generalizzando allo stesso modo i vineoli elastici si perverrebbe al
caso generale in cui ogni componente di spostamento del punto generico
di X’ dipenda da tutte le forze agenti sulla superficie medesima: condi-
zione di vincolo rappresentata dunque da tre relazioni esprimenti ciascuna
di tali componenti di spostamento come integrale esteso a 3’ dei contri-
buti recati a tale componente dalle forze elementari agenti sulla stessa
superficie. Se non che quando si consideri in concreto una condizione
siffatta determinata dal contatto del corpo considerato con altri corpi ela-
stici, non sard pin possibile distinguere questi ultimi dal primo, avendosi
effettivamente un problema riguardante un unico corpo elastico costituito
dall’insieme di tutti quelli suddetti (*%). Si limitera pertanto la conside-

(*¢3) Con tale generalizzazione si riconduce in realtd il concetto di vinecolo ai dati
dell’osservazione, non potendo effettivamente manifestarsi i vincoli in punti isclati. La
schomatizzazioue del vincolo concentrato ha stretta relazione con quelle della forza con-
centrata ; poichd riducendosi all’interno infinitesimo di un punto la superticie per la
quale si pone la condizione di vincolo, viene ivi a concentrarsi una reazione finita :
siccome infatti la condizione posta per un punto non pud rendersi sodisfatta se non
facendo variare in modo essenziale lo spostamento dei punti di un certo intorno tinito
del punto medesimo (per la richiesta continuitd dello spostamento), & chiaro che occorre
una causa non essenzialmente diversa da quella del caso del vincolo esteso alla super-
Hele finita.

(#1) 8i sono poste le direzioni variabili affinch® in una certa parte di 3 Possano
risultare complanari, o anche coincidenti. ¥’ chiaro che dove le tre direzioni siano com-
planari saranno assegnate in realtd due sole componenti di spostamento ; dalle quali si
otterrd la proiezione dello spostamento medesimo sul piano di esse (diamctro del corchio
passante per estremo comune e per I’altro estremo di ciascuno dei vettori rappresen-
tanti le due componenti assegnate), ¢ quindi la componente secondo ogni altra direzione
dello stesso piano : sard necessario allora assegnare la componente della forza di SUPOT-
ficie perpendicolare al piano medesimo, altrimenti il problema resterebbe indeterminato,
non potendosi portare a conclusione il ragionamento col quale 8'® dimostrata Punicitd
della soluzione. Dove poi lo tre direzioni suddette coincidano si avrd una sola compo-
nente dello spostamento, e dovranno assegnarsi due componenti della forza nel piano
normadle.

(') 8i esclude per semplicitd in questo accenno il caso pin generale del vincolo
incompleto come quello considerato per i vincoli rigidi nella nota precedente, benehe
qualche caso particolarissimo di vincolo elastico esteso incompleto possa avere impor-
tanza pratica (Vappoggio elastico continuo). Percid le componenti di spostamento e di
forza potrebbero intendersi qui sompre riferite a tre direzioni ortogonali tisse.
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razione di condizioni di vincolo «esteso» (per contrapposto ai vincoli
« concentrati ») al caso dei vincoli rigidi, cio¢ degli spostamenti assegnati.

Circa l’estensione della legge di sovrapposizione degli effetti al caso
dei vinecoli estesi non sard forse superfluo osservare che vanno intesi va-
riabili solo i valori delle componenti di spostamento nei punti di una
stessa parte 2’ della superficie secondo prefissate direzioni. Se si asse-
gnassero in diversi problemi spostamenti in punti diversi, oppure (nel
caso di vincolo incompleto, v. nota (164)) secondo diverse direzioni, si avrebbe
in ciascuno di tali punti la somma di forze e di spostamenti assegnati in
aleuni dei problemi medesimi (cause) con forze e spostamenti risultanti
negli altri (effetti). (Si confronti la nota (!%%).)

Le condizioni di vincolo esteso (ovviamente sempre iperstatiche) pos-
sono introdursi nel problema analitico fin qui considerato allo stesso modo
delle condizioni iperstatiche di vincolo concentrato; se non che il numero
delle equazioni algebriche lineari da considerare diviene ovviamente infi-
nito. Una seconda forma analitica dello stesso problema del solido ela-
stico, che ora si esporra, consente invece Il'introduzione delle condizioni
medesime in modo diretto, cioe come condizioni per le stesse funzioni
incognite.

39. Se nelle equazioni indefinite dell’equilibrio si pongono per le
componenti della tensione le loro espressioni (37,) in funzione delle com-
ponenti della deformazione, ¢ ovvio che insieme con esse in luogo delle
condizioni di congruenza (che andrebbero lasciate questa volta nella loro
forma originaria, espresse cio¢ anch’esse per le componenti della deforma-
zione) possono considerarsi direttamente le espressioni e, = f)f:’ &y = 2—;,
o | &

-"172:6:%—}‘8_2

diante Peliminazione delle funzioni &, %, {. (Si tratta in sostanza di sosti-

, da cui le condizioni medesime furono ricavate me-

tuire a un sistema parziale delle equazioni del problema la soluzione ge-
nerale del sistema medesimo contenente tre funzioni arbitrarie, che di-
ventano le incognite del sistema rimanente.) Mediante tali espressioni le
equazioni di equilibrio si trasformano evidentemente in tre equazioni Ii-
neari di second’ordine per le funzioni &, », {, componenti dello sposta-
mento: esse saranno dette equazioni indefinite dell’equilibrio elastico, o
equazioni di Cauechy (*9°).

(166) Quando sia ncecessarin la distinzione tra configurazione deformata o confign-
razione nota indeformata (cone 8’8 detto al paragrafo 36), le condizioni d’equilibrio
espresse per lo spostamento assnmerazuno forma non lincare, restando Te assegnate forze
di massa a costitnirne i termini noti; e analogamente si frasformeranno le condizioni
al contorne rignardanti le forrve di superficie. X' interessante osservarc che nella tratta-
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Mentre le condizioni di vineolo esteso si pongono questa volta, come
s’¢ accennato, assegnando determinati valori di combinazioni lineari delle
stesse incognite nei punti della superficie 3’, & chiaro che le condizioni
date dalle forze di superlicie assegnate nella rimanente parte della super-
ficie del corpo riguardano combinazioni lineari delle derivate prime delle
incognite stesse: si hanno dunque tutte le condizioni al contorno nella
forma ordinaria (167), Quando si considerino condizioni di vincolo in punti
isolati, la valutazione dello spostamento dovra eseguirsi anche nel caso
di un sistema isostatico trascurando la deformazione locale come &% in-
dicato nella nota (14) in proposito delle reazioni dei vincoli iperstatici (198).

Nel caso di un corpo ciclico si potra esprimere la soluzione del pro-
blema posto per il corpo ridotto a connessione semplice in funzione della
tensione ¢, sulla superficie di ciascuno dei tagli occorrenti per tale ridu-
zione (forze di superficie per il corpo cosi tagliato), e determinare tale
tensione mediante la condizione d’ugnaglianza dello spostamento sulle due
facce delle superficie medesime. O anche si potra esprimere la soluzione
suddetta in funzione invece dello spostamento di ogni punto di tali su-
perficie, e porre la condizione che risultino forze opposte sulle due facece.

zione approssimata delle travi, ragionando come nel caso particolare della mensola di
cui s’'¢ detto alla nota (438), si ottiene invece ancora un’equazione lineare, nella quale lo
forze assegnate intervengono per altro come moltiplicatori delle funzioni incognite.

(*67) Nel problema analitico precedente le condizioni di vineolo iperstatiche rignaxr-
davano invece funzioni ottenute dalle incognite mediante integrazione.

(1%8) I1 problema deve considerarsi come caso limite per Vintervento di forze con-
centrate note, che sono le reazioni; e non ammette a rigore soluzione sodisfacente alle
condizioni degli assegnati spostamenti, poiche al limite gli spostamenti dei punti vinco-
lati divengono infiniti: percio la soluzione rigorosa resta necessariamente indeterminata
per un moto rigido. (Per la determinazione della tonsione & sufficiente come & visto
Ia designazione dei punti vincolati e delle rispettive direzioni di vincolo.) 8i potrebbe
allora teoricamente considerare ciascuna delle reazioni ripartita sulla superficie nel modo
accennato alla nmota (144), risultante dalla soluzione del broblema del semispazio liwmitato
dal piano tangente alla supertficic medesima nel punto in cui essa reazione si esercita,
trascurando cost quella che & sostanzialmente nna deformazione locale: lo spostamento
che si ha come soluzione del problema cosi modificato resta evidentemente finito, & po-
tra pertanto essere determinato in modo da sodisfare alle condizioni assegnate.

Ugualmente si procederebbe nel caso dei vincoli concentrati iperstatici. Le forze
da considerare ripartite in superficie come sopra @ ricordato saranno questa volta pro-
porzionali in ogni punto alle rispettive reazioni incognite : trovata allora Pespressione
generale dello spostamento in funzione di questo ultime, le condizioni degli spostamenti
assegnati varranno a determinarne i valori. Rispetto al problema posto in forma analitica
al modo precedente ¢’d evidentemente la gid osservata differenza che qui la soluzione
in funzione delle incognite reazioni si ottiene direttamente come spostamento, e non
occorre percid Vintegrazione (ciod Vapplicazione del teorema dei valori virtuali).

S’intende che nelle applicazioni converrd sostituire anche questa velta al procedi-
mento teorico sopra indicate quello pratico di cui & fatto cenuno alla fine della nota
sopra ricordata.
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Le incognite componenti dello spostamento saranno in ogni caso da
considerare funzioni continue in ogni punto, e ammettenti le derivate
prime e seconde continue nel punto generico: si ricordi che non potrebbe
sussistere la prima proprietd se le eventuali discontinuitda delle derivate
attraverso certe superficie non sodisfacessero alle relazioni (18) (§ 15).
La soluzione risultera poi sodisfacente, per quanto riguarda Ia continuitd
delle derivate, a condizioni pin particolari, come s’& visto al paragrafo 32 :
resteranno c¢ioé continue attraverso ciascuna delle eventuali superficie di
discontinuitd tutte le componenti della deformazione e della sua derivata
normale, quando non si tratti di una superficie di discontinuita delle as-
segnate forze di massa.

Nonostante I’apparenza di minor difficolta del problema generale po-
sto analiticamente in questa seconda forma, & da avvertire fin d’ora che
molti problemi particolari di fondamentale importanza per le applicazioni
sono stati risolti abbastanza agevolmente (in modo esatto o con appros-
simazione sufficiente per le applicazioni medesime) nella forma preceden-
temente esposta.



