CApiToLo III

ANALISI DELLA TENSIONE

19. Le forze agenti dall’esterno su un dato corpo, che potranno dirsi
appunto forze esterne, sono da distinguere in forze di massa e forze di su-
perficie. Le prime sono quelle che agiscono su ogni elemento del corpo,
definite in generale da un campo di forze, porzione di spazio in ciascun
punto del quale & assegnato un vettore, rappresentante il limite del rap-
porto tra il vettore risultante delle forze agenti su una massa posta in
un intorno infinitesimo di esso punto e la massa medesima. Tale vettore
si dira forza per unita di massa; e benche in generale dovrebbe ammet-
tersi che Dlazione esercitantesi sulla massa elementare sia costituita da
una forza passante per il rispettivo punto e da una coppia, si porra qui
la condizione (non restrittiva nell’ordinario campo d’applicazione di questi
studi) che la coppia sia nulla: snlla massa posta nell’intorno infinitesimo
di un dato punto agird dunque soltanto la forza passante per il punto
stesso. B chiaro poi che la parola massa pud essere intesa in senso gene-
rico : si trattera bensi quasi sempre di massa in senso ordinario, come nel
caso del campo gravitazionale (peso) o per le forze d’inerzia da conside-
rare nei problemi dinamici; ma quando si considerasse per esempio un
campo elettrostatico dovrebbe intendersi per massa la carica elettrica.

Detta F' la forza per unita di massa, di componenti F,, F,, F, ri-
spetto a un certo sistema cartesiano di riferimento, sara o F la forza per
unita di volume, essendo ¢ la massa per unita di volume ossia la den-
sitd (88). Posto allora oF, = X, oF, = Y, oF,= Z (componenti della forza
per unita di volume), il vettore risultante delle forze di massa agenti su
un corpo, o parte di un corpo, occupante uno spazio 8§ avra le compo-
nenti

[XdV, [de, fzav;
{s) (S) (8)

(88) Il riferimento alVunitd di massa si trova nelle opere classiche, e qui #’¢ ac-
cennato perch® discende naturalmente dal concetto stesso di forza di massa; ma per
semplicitd formale si considererd sempre d’ora innanzi la forza per unitd di velume.
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¢ il momento risultante delle forze medesime rispetto allorigine degli assi
(che potra essere nn punto qualunque) avra le componenti

f(Zy — Yz)dV, /‘(Xz — Zx)dV, [(Yx — Xy)dv.
) (5) (%)

Si ponga che la forza oF vada variando in vicinanza di una super-
ficie £, mantenendosi sempre contiuua; e la variazione sia tale, che con-
siderate due superficie 27, 2" da bande opposte di 2, ed essendo A4’, A"
le intersezioni di esse colla normale ad £ nel punto generico 4 (fig. 44),

si possa far tendere a zero la distanza A’A” — dn in modo

che Pintegrale [ oF dn (per il suddetto contemporaneo
()

variare di oF, la quale dovra assumere su £ valori

crescenti indefinitamente) tenda a un limite finito £,

tunzione del punto A. Tale limite si dira forze di

massa concentrata sulla superficie 2, valutata per unita

Fig. 44 di area della superficie medesima., In modo analogo

puo definirsi la forza di massa concentrata lungo una

linea o concentrata in un punto; considerando per la prima Pintegrale

f oF dA esteso alla sezione mnormale generica infinitesima di un tubo
avente per asse la linea considerata; per la seconda Vintegrale f odV

esteso a un intorno infinitesimo del punto. Non si tratta naturalmente
di forze effettive, ma di condizioni limiti, la cui considerazione potra
sostitursi per comodo a quella di condizioni effettive che possano sti-
marsi, a certi effetti, abbastanza prossime a quelle.

Le forze di superficie, agenti alla superficie del corpo, si distinguono
dalle precedenti perchd® si rignardano come azioni dovute al contatto con
altri corpi (solidi, liquidi o aeriformi). Una tal forza, valutata per unita di
area (come appunto la pressione di un liquido o di un gas), s’indichera
con f, di componenti f, f,, f: (). Il vettore risnltante delle forze agenti

(89) L’azione esercitantesi sullelemento i superficie nell’intorno di un determinato
punto deve intendersi al limite dipendente solo dalParea dell’elemento (e non dalla
forma), sempre che sia infinitesima ogni dimensione di qmesto. (E’ consegnenza dello
stesso concetto di nn’azione determinata spettante ad ogni elemento per quanto picecolo,
e di un’ovvia condizione di continuitd.) E’ anche chiare come sia inerente alla stessa
natura di tale azione di contatto la condizione che sull’elemento nell’intorno di ogni
punto agisca (al limite) soltanto una forza passante per il punto medesimo.

St avverte che questa definizione, e cosl Vanaloga definizione della tensione che
$i dard al paragrafo segnente, sono riferite al modello dello spazio continuo come quelle
riguardanti la deformazione (v. nota (29)).
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sulla superficie 2, o parte della superficie, di un dato corpo avra le
componenti

ffwdA, ffy dA, .[fsz;

(2 () (2)

e il momento risultante rispetto all’origine le componenti

f (foy —F,2) dA, f (o2 — f.2) dA, f (fy & — Juy) dA.
(2) (2)

()

In modo analogo a quello seguito per le forze di massa possono de-
finirsi qui i casi limiti della forza di superficie concentrata lungo una
linea, o concentrata in un punto. Si ricordi infine che al paragrafo pre-
cedente in proposito delle reazioni di vincolo, partendo dal concetto della
forza concentrata in un punto (che interviene naturalmente, per il
principio dei lavori virtuali, nella considerazione astratta dei vincoli
agenti in punti isolati) si & introdotto il concetto di coppia concentrata
in un punto come caso limite di forze concentrate in punti infinitamente
vicini (%9).

20. Sia un corpo soggetto a forze esterne (di massa e di superficie)
costituenti un sistema in equilibrio, e si copsiderino le parti A e B in
cui esso sia diviso da una superficie avente il contorno sulla superficie
(o sistema di superficie) che delimita il corpo stesso (o da pitt superficie
siffatte quando il corpo sia ciclico) (fig. 45). Osser-
vando che ciascuna di queste parti ¢ in equili-
brio quand’¢ in equilibrio lintero corpo, mentre
non si avra in generale I’equilibrio delle forze esterne
agenti sull’una o sull’altra di esse, si deve conclu-
dere che per la materiale connessione del corpo si
manifesta in ciascuna parte un’azione alla superficie
di separazione, equivalente al sistema delle forze
esterne agenti sullaltra parte, T ovvio ammettere che si tratti di una
forza ripartita sulla superficie medesima, come le forze sopra definite che
agiscono dall’esterno alla superficie limite di un corpo, con direzione e
intensitd determinate per ciascun elemento; e non essendovi poi nessuna
condizione effettiva che distingua la forza trasmettentesi attraverso un

Fig. 45

(?%) Nel caso delle forze di massa potrebbe introdursi il concetto della coppia con-
cenfrata in un punto anche in modo diretto, come caso limite di coppia non nulla per
unitd di volume.

D. Bonvicint - B. DaLL'AgrLio — La teoria dell’claaticiia. 5
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dato elemento di superficie quando questo sia pensato appartenente a due
diverse superficie di separazione, dovrd anche ammettersi che una tal
forza riferita all’unita di area sia funzione soltanto del punto e della gia-
citura dell’elemento medesimo.

Linsieme delle forze per unitd di area che si trasmettono attraverso
tutti gli elementi di superficie passanti per un dato punto costituisce lo
stato di tensione nel punto medesimo. Stato di tensione di un corpo sard
Pingsieme degli stati di tensione dei punti di esso. Si dira anche tensione
su una determinata faccia di un dato elemento di superficie la stessa forza
per unita di area che attraverso l’elemento medesimo si esercita su quella
parte del corpo per cui la normale inalzata sulla considerata faccia o
normale esterna (fig. 46): essa s’indichera con ¢, essendo
n la normale suddetta. Risulta evidentemente ¢_, = — ¢,.

Per la stessa definizione si deve ammettere la conti-
nuita della tensione, nel punto generico e per il generico

Fig. 46 elemento di superficie, secondo ogni direzione appartenente

all’elemento medesimo. Si pud ora dimostrare che in ogni

caso effettivo (quando cioé si escludano i casi limiti delle forze concen-
trate) la tensione & necessariamente continua in ogni punto e per qua-
lunque elemento secondo la direzione normale a quest’ultimo. Si consideri
infatti un ecilindro retto d’altezza d (fig. 47), e siano T, e T, i vettori
rigsultanti delle tensioni su facce delle due basi ngunal-
mente rivolte ; essendo riferito cioé 7, alla faccia ester-
na di una base, 7, alla faccia interna dell’altra. Per
Pequilibrio il vettore 7', — T, & opposto alla somma
dei vettori risultanti delle forze di massa agenti sugli
elementi di volume del cilindro e delle tensioni agenti
sulla faccia esterna della superficie laterale di esso. Fig. 47
Al tendere a zero della distanza 4 anche la dif-
ferenza T, — T, tendera pertanto in ogni caso a zero, posto solo che lu
tensione alla suddetta superficie laterale si mantenga finita, com’s fisica-
mente ovvio, anche se discontinua: & dimostrata cosi la continuitd della
tensione media sulla considerata superficie piana, limite dell’una o dell’altra
base, secondo la direzione ad essa normale. Facendo allora tendere a zero
ogni dimensione della superficie medesima si oftiene la dimostrazione della
continuita, secondo la stessa direzione, della tensione ¢, in ogni punto che
non appartenga ad una linea, la quale sia su essa superficie linea di di-
scontinuita della stessa ¢,; vale a dire in ogni punto in cui questa abbia
secondo la definizione un valore determinato. B chiaro infine per ovvie
counsiderazioni (analoghe a quelle della nota (*¢)) che alla continunitd dovra
sempre intendersi accompagnata la derivabilita.
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Quanto alla continuitd delle derivate prime, & da osservare che essa

. . . at .

¢ assicurata dal ragionamento precedente per la o anche nella stessa di-
n

rezione n, fuorché nei punti appartenenti ad ogni eventuale superficie di
discontinuita della forza di massa, o ad ogni superficie attraverso la quale
sia discontinua la tensione su elementi ad essa normali (per eccezione alla
continuita sopra postulata per definizione); in ciascuno dei quali punti
sara discontinua aftraverso tale superficie la derivata normale della ten-
sione sull’elemento appartenente alla superficie medesima (%)

21. Si consideri un elemento di un corpo, occupante uno spazio 8
limitato da una superficie generica 2, e sia 0 un punto @& esso. Per
Pequilibrio alla traslazione dev’essere

t,mdA—|—fXd.V_—:0, - (20)

) )

essendo t,, la componente secondo ’asse arbitrario x della tensione ¢,
sulla faccia esterna di X : tale relazione deve valere anche al limite
quando S divenga lintorno infinitesimo del punto O. Per la dimostrata
continuitd della tensione potra al limite sostituirsi alla ¢,, nel punto va-
riabile di 2 la (), nel punto O (riferita naturalmente alla stessa nor-
male n), trascurandosi cosl una parte infinitesima della
tensione medesima, ¢ quindi una parte dell’integrale
che ¢ rispetto ad esso infinitesima di ordine superiore.
Se si pensa di considerare la X sempre omotetica ad
una superficie fissa 3 secondo il rapporto d’omotetia
infinitesimo &, potrd dunque scriversi in luego del

2

) Fig. 48
primo termine della (20) Vespressione & j (taz)y 44 .
— &) _
Detto poi X il massimo valore assoluto di X nei punti dello spazio 8 rac-
chiuso dalls 2, si ha ovviamente

‘ f Xav
&}

<SXV,

ot
(®1) Dalla discontinuitd di —a%, essendo n la normale in un punte di una data su-

perficie, consegue naturalmente la discontinuitd attraverso la superficie medesima delle
derivate di t, secondo ogni altra direzione che non sia normale ad »n (cio® non appar-
tenente, nello stesso punto, ad essa superficie).
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essendo V il volume di 8. E cosi al limite la (20) diviene semplicemente,
a meno di infinitesimi d’ordine superiore,

[ (tue) @4 = 0 (%) (207)

(2

Bisogna ricordare che (t,;), ¢ la componente secondo l’asse x della ten-
» gsione sull’elemento per O parallelo al piano tan-
gente nel punto generico della superficie fissa =

alla quale & estesa l'integrazione: tale funzione
integranda e percio funzione dei coseni direttori

Oz 5 Ony » %oz della normale n alla 2.

Si ponga ora
Fig. 49

@ (g y Oy 5 Onz) == (tnz)g — (K tne + Ty 2ty -+ oz 0t2), (21)

essendo k,, k,, &, costanti arbitrarie. Essendo ovviamente per il lemma

di Gauss
fam dA =f Opy AA :focm dA =0,

(X) () ()

risulta per la (20%)
[ @ (anx y %nz s an-z) dA = 0, (22)

)

relazione che deve valere per qualunque superficie >

Se in particolare si pone ky = (tm)y, Ky == (tyx)o, k: = (), (%), si ha
dalla definizione (21) ¢(1,0,1)=(tzz)o—(tzz)y=0; € cosl ¢(0,1,0)=¢(1,0,0)=0.
Applicata allora la (22) alla superficie di un tetraedro avente tre spigoli
sugli assi coordinati e la faccia opposta all’origine secondo una giacitura
generica, basta osservare che la funzione integranda ha valore zero sulle
tre facce parallele ai piani coordinati, e valore costante sulla quarta fac-
cia, per concludere che anche quest’ultimo valore dev’essere nullo. La

(®?) 8i ricordi che la (20) e le analoghe per le analoghe componenti di ¢ sono
condizioni necessarie ma non suflicienti per Vequilibrio. Dovra pereid riprendersi in
considerazione la parte trascurata della (20), oppure la (20) completa tenendo conto
delle relazioni trovate (per le quali quest’ultima si riduce in realtd alla parte medesima).

(33) tyy s bygr Ly OO OVViamente, conforme alla definizione generale di ¢, , le com-
ponenti secondo l'asse x delle tensioni agenti sugli elementi normali rispettivamente

agli assi x, ¥y, 2
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funzione ¢, con le costanti & cosi scelte, risulta dunque identicamente
nulla; e si ottiene cosy la relazione fondamentale

tue = Tog %z + tyz Koy "I" [

(Si & tralasciato I'indice ;, divenuto ovviamente inutile perche s’intende
che tutte le t si riferiscano a un medesimo punto.)

Se infine, decomposta la generica ¢, secondo la direzione n e la gia-
citura ad essa normale (cioé la giacitura
dell’elemento su cui tale tensione agisce)
(fig. 50), si conviene d’indicare la prima di
tali proiezioni con o,, e con T, , T,y le
proiezioni dell’altra componente secondo due
direzioni ortogonali p, ¢ appartenenti alla
giacitura di essa (la suddetta giacitura del-
I’elemento), si ha ovviamente o, =t , ,

Tup = bupy Tug = b3 © la relazione fonda- Fig. 50
mentale precedente diviene

bhy == O Oz ‘l‘ Tyz Cny ‘i‘ Top Onz -

Scrivendo insieme con questa le due relazioni analoghe riferentisi
agli assi y e 2, e per semplicitd sottintendendo Vindice generico =, si ha
infine (%)

ty = 05 0y "‘I“ Tyx Ky + Trx %z o
ty == Tay Uz - Oy &y + T2y &z, (23)

tz:'fxzax_l_fyzay_l“az oz -

In proposito delle componenti ¢ e v che qui compaiono si puo os-
servare che invertendo il senso della normale » la prima resta immutata
(0—, = 0,), mentre cambiano segno z,,, 7,y S¢ s8i lasciano immutati i sensi

(") Nei punti di eventuali superficie di discontinuitd della tensione le (23) val-
gono ovviamente come limite sull’una e sull’altra faccia. Circa le possibili discontinuitd
della tensione vedasi anche al paragrafo seguente.

Per i punii delle superficie esterna del corpo ls (23) si dimostrano direttamente
comé per il punto generico, poiche il ragionamento sopra esposto vale anche quando il
ponto sia alla superficie del considerato elemento. La tensione sull’elemento della super-
ficie esterna & la stessa forza di superficie applicata al corpo: le componenti ¢ o z in
ogni punto di tale superficie dovranno pertanto sodisfare alle condizioni (23) in cui
siano poste in lwogo di tyrty,t, lo assegnate f . f ,f,.
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b

di p e di ¢ (fig. 51). 1l segno della o, che & per definizione la tensione
normale, ha un importantissimo significato fisico: con la convenzione fatta
esso risulta positivo quando la tensione normale &
di trazione (forze che tendono a distaccare le due
facce dell’elemento), negativa quando essa & di
compressione (forze che tendono a far compenetrare
le due facce). Nessun significato fisico particolare
ha invece il segno delle tensioni tangenziali T (ten-
denti a fare scorrere le facce dell’elemento fra loro
nell’uno o nell’altro senso).

22. Le (23), esprimenti le componenti del vettore ¢ come funzioni
lineari omogenee delle componenti a,, oy, ¢, del versore 2, possono scri-
versi sinteticamente nella forma

t = CTn,
essendo

O Tyx Tzz

Taz Tyz Oz

Si dimostra facilmente che tale tensore ¢ simmetrico. Basta osservare che
per DPequilibrio alla rotazione intorno all’asse @ dell’elemento infinitesimo
del corpo gia sopra considerato dev’essere

(=) )

onde si ottiene come precedentemente, a meno di infinitesimi d’ordine
superiore,

f{(tﬁy)o r — (tm)ﬁ y} dA = 0,
(=)

essendo 2 una superficie chiusa fissa qualunque. I per le (23) (sottintesi
glindici 4 ed )

f{(%y O - Oy &y = Toy %) & — (05 0ty 4 Tya sty + T %2) Y | dA = 0,
(2)

dove le o e le 7 sono da rigunardare come costanti, perché valutate nel
punto fisso O; onde applicando il lemma di Gauss si otfiene semplice-
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mente

(Tw?! — Igfz)f(lv = (),
(8)
e quindi

Tey =— Tyz » (24)

Tale proprieta, valida ovviamente per qualunque coppia di direzioni orto-
gonali (onde in particolare anche 7,, = 7,y, 7 = 1.:), Suole indicarsi come
reciprocita delle tensioni tangenziali (9°).

Le sei componenti del tensore simmetrico C si diecono anche compo-
nenti della tensione. Con riferimento a una data superficie, la cui normale
nel punto generico sia n, e dette come precedentemente p e ¢ due dire-
zioni normali ad » e fra loro, si diranno esteriori le componenti Oy
Top (= Tpn) € Tng (= Tqn), interiori le altre tre (quelle che non hanno Vin-
dice ) (°%). Con tali denominazioni le proprieta sopra stabilite a rignardo
della continuitd della tensione e delle sue derivate prime (sempre esclusa
’azione di forze concentrate) possono esprimersi come segue.

Tutte le componenti della tensione sono continue e derivabili nel
punto generico. Attraverso determinate superficie possono essere discon-
tinue le componenti interiori, restando necessariamente continue le este-
riori (97). Attraverso le superficie medesime, come attraverso le eventuali
superficie di discontinuita delje forze di massa, risultano discontinue an-
che le derivate normali delle componenti esteriori, restando necessaria-
mente continue le derivate di esse secondo le direzioui appartenenti alla

(93) Pud dirsi in generale che considerato un diedro retto, le componenti delle
tensioni agenti sulle due facce esterne o sulle due facce
interne ¢i osso in direzione perpendicolare allo spigole
sono di ngunale intensitd e rivolte entrambe verse lo spigolo
o entrambe in senso opposto (fig. 52\

I chiaro che tale proprietdi non sussisterebbe se nel
definire le forze di massa non si fosse posta nulla la coppia
salleclemento infinitesimo,

(%) Si giustificano questi nomi osservando che le
prime tre, componenti del vettore ¢, , sono forze esterno
per il corpo tagliato secondo la cousiderata superficie. Si
avverta che le componenti interiori non si riferiscono invece alla tensione su nno stesso
elemento superficiale.

(%) ¥intende che dalla discontinuitd delle componenti intoeriori segue la disconti-
nuitd attraverso la superficie medesima della tensione su ogni elemento che ad essa non
appartenga, e quindi di tutte le componoenti riferite a tre direzioni generiche.
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superficie (%®). Possono esservi infine altre superficie, attraverso le quali
siano discontinue le derivate normali delle componenti interiori, restando
continue (oltre alle derivate di queste secondo le direzioni appartenenti
alla superficie) tutte le derivate delle componenti esteriori.

Si riprenda ora Pequazione (20) riferita a uno spazio finito, e si espri-
ma ?, (sottinteso lindice x) ber mezzo della prima delle {23): essa di-
venta cosi

j(gmax —|_ Tyx &y _]" Tz “z)dA—|—fXdV = 0;
35)

{2)

e con lapplicazione al primo termine del lemma di Gauss (posto che 8
non contenga superficie di discontinuitd di o, , Tyz y Tox)y

aox ot 31’2@
[[EE

oy
(S)

Condizione necessaria e sufficiente affincho questo integrale sia nullo per
qualunque spazio § & ovviamente che sia nulla la funzione integranda
in ogni punto in eui essa sia continua (%9). Considerando insieme con tale

(%) Le discontinuitd delle derivate normali delle componenti esteriori potreblero
ricavarsi senza difficoltd in funzione delle discontinuitd delle componenti interiori e di
quelle delle forze di massa dalla gid considerata condizione d’equilibrie del cilindro
della fig. 46 (coi due passaggi al limite gid pure indieati). Pitt semplicemente esse si
troveranno come conseguenza delle equazioni di equilibrio (25).

(%) Alla stessa condizione si ginnge, come s’ accennato alla nota (%), conside-
rando Ia sola parte gia trascurata della (20), ciod

1

j {tnm—(tnz)o]dﬁl + /XdV=0.
(2) 3
(Risulta infatti da questa, se si pone Porigine dogli assi nel punto considerato,

() t?lm h t’) 2 a t')lm
f{(bx )0x+ (O-’f oy + 0% oz

(=)

che la somma

dd + X,V

8 infinitesima d’ordine superiore al terzo; e poichd questa diventa, poste per le derivate
di t,, le espressioni che si hanno dalla prima delle (23), ed esoguita la trasformazione

col lemma di Gauss,
aoa: (atu:c '()sz
- _ X
§(ax)0+ , 0¥ u+(az o+ ’

7
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condizione le due analoghe esprimenti Pequilibrio alla traslazione secondo
gli assi y e 2z, si ha il sistema delle equazioni indefinite dell’equilibrio :

00y Brw Otz
- X=0
e Ty e T
Oty doy | 0ty
4 - : - == 25
0Ty a"fuz 40
: - 7 —  (100),
ox + dy + oz i ¢ (")

basta dividere per V e passare al limite per ottenecre la

Dﬂx atya: brz:v
2 Ty T s

per il punto suddetto, ossia per il punto generico.) :
(190) Si ® dimostrata la validitd delle (25) in ogni punto non appartenente ad una
delle eventuali superficie di discontinuita della tensione, o anche solo delle sue derivate
prime, n& a una superficie di discontinnitd della forza di massa., Nei punti di tali su-
perficie le stesse relazioni assumono significato e validitd come limite: ¢id significa che
effettivamente i primi membri delle (25) risultane continui (e nulli) anche nei punti di

+X=0

tali superficie, compensandosi le discontinuitdy dei singoli fermini di essi attraverso le
superficie medesime. In partieolare si compenserauno fra loro le sole discontinuith dei
primi tre termini dove non sia discontinua anche la forza di massa; mentre attraverso
ogni superficie di discontinuitd i quest’ultima non potranne restare continue tutte lo
derivate della tensione.

Le stesse (25), che possono esprimersi mediante la relazione vettoriale

at, o, o,
O P
ow Ty T or TN
danno cost conferma di quanto s’era osservato in proposito delle discontinuitd della

ot

. - . - . s 7 -

tensione, e consentono di trovare Pespressione della discontinuitd {0_ , dove sia n la
"

normale a uwna superficie di discontinuitd della tensione medesima (componenti interiori)
o della forza di massa, assumendo uno degli assi coordinati nella direzione n: si ha
infatti, evidentemente, essendo » e q due direzieni normali ad n e fra loro,

ot,| ot,
e
ot oft,] ot,] ol
v~ ]

op
Si avverta che non pud invece considerarsi implicita nelle (25) la continaita delle
componenti esteriori della tensione: esse dimostrano invece che si mantiene finito in

ot ‘
+ ‘I-a—qg} + [oF] ;:

dove poi

o1

0g

ot
ogni caso il limite di 30 lungo ogni normale alla superficie di discontinuita, da una
n

parte o dall’altra della superficic medesima,
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Riprendendo le equazioni d’equilibrio alla rotazione (quelle che applicate
all’elemento infinitesimo somno servite a dimostrare la reciprocita delle
tensioni tangenziali) ¢ procedendo allo stesso modo, si ritroverebbero sem-
plicemente le equazioni medesime (*°%).

Oltre che alle equazioni indefinite (25) il sistema delle tensioni deve
sodisfare alle condizioni al contorno derivanti dalVidentificazione della
tensione sulla faccia esterna della superficie che delimita il corpo colla
stessa forza di superficie su esso agente :

0y T oy T — fe= 0

|

Tyy Og —| Oy Oy + Ty — Jy 0 (25,)

\szocx"{* Tyzozy—l—oz 2, — f-=10,

essendo ovviamente o, oy, . i coseni direttori della normale esterna alla
superficie del corpo (1°2), Ma non & da pensare che le equazioni indefinite

(199) La soluzione generale del sistema omogenco corrispondente al (25), ossia le-
spressione pitt generale di una tensioue eynilibrata con forze di massa nulle, & la se-
guente :

Py, Ve, Pwy

: Y pxt dxdy’
Yo, e, Nw,

e T % T T Ty
) o, Do, Y.,

Y Dxﬂ 53 Oz Ox 4

X, 1 (Dwm 0%y Dwyz)

22 \ oy Y, >x
0

;

D 1 MWy Wy mf')zm)
Iyz—_ayaz+—:—'_x(oz - D >y 3

¥e, 19 (aWyz 0¥y ‘W’my)
2.0y \ Dy ¥ )’

T —_— —
2x D: ()-E

essendo le @ ¢ le  soi funzioni arbitrarie di x, y, 2. (Si osservi Vanalogia formale con
le condizioni i Saint-Venaut.)

(192) Attraverso la linea intersezione della superficie del corpo con una superficie
di discontinuiti della tensione saranno discontinue le componenti o, ..., 7, (0 almeno
parte di csse) anche come funzioni dei soli punti della superficic. Dalle (25), valevoli
come limite anche nei punti di discontinunitd dei singoli termini, risulta che tali di-
scontinuitd deblbono compensarsi nelle espressioni medesime con quelle oventuali dela
forza di superficic. Le lince di discontinuitd di quest’ultima, e¢he non sianoe spigoli della
superficie (dove ciod non siane discontinui i coseni ., ® , @), dovranno pereio appar-
teuere alle suddette superficie di discontinuitd della tensione.
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(25) siano sufficienti insieme colle condizioni al contorno (25°) a render
determinata la tensione in funzione delle forze di massa e di superficie :
basterebbe solo osservare che non si & ancora tenuto conto di nessuna
proprieta del materiale costituente il corpo considerato.

Le (25) e (257) (rispettivamente in ogni punto del corpo e della su-
perficie di esso) sono invece necessarie e sufficienti per lequilibrio di un
sistema di tensioni con assegnate forze di massa e di superficie; inten-
dendosi precisamente Vequilibrio di ogni porzione del corpo sotto Pazione
delle assegnate forze su essa agenti e delle tensioni alla superficie di se-
parazione di essa dal resto del corpo medesimo.

%3. Le considerazioni seguenti, di carattere puramente formale ma
di grande interesse per le applicazioni (particolarmente quelle del para-
grafo 24), riguardano la rappresentazione geometrica del modo di variare
della tensione con la giacitura dell’elemento in un dato punto.

In proposito della forma quadratica

0y 0% + 0, Y% + 0, 2% - 27, 2y + 21, Y2 - 215 22

associata al tensore simmetrico T si possono ripetere le stesse considera-
zioni fatte al paragrafo 8 a riguardo della forma associata al tensore di
deformazione ¢)’, giungendo ad una rappresentazione della variazione
della tensione normale agente secondo la direzione generica, in tutto
nguale a quella delP’analoga variazione della dilatazione. Gli assi delle
due quadriche coniugate che danno tale rappresentazione sono gli assi
principali della tensione, normali agli elementi su cui non agisce tensione -
tangenziale ; e le rispettive tensioni normali, ciod le tre tensiond principali,
sono le tre radici sempre reali delP’equazione secolare

Taz Tyz 0, — O

nell’incognita o. Due di esse sono in ogni easo la massima e la minima
fra le tensioni normali o, agenti su ogni elemento (considerate s’intende
in valore ¢ segno). Quando le tre tensioni principali hanno ugual segno,
dello stesso segno sono anche tutte le g, 3 hel caso contrario il cono asin-
totico delle suddette quadriche coniugate (che nel primo caso ¢ immagi-
nario) ¢ costituito dalle normali agli elementi su cui agiscono solo ten-
sioni tangenziali, ¢ separa le due regioni delle normali agli elementi sog-
gettl rispettivamente a trazione e a compressione (109),

(1) 8i avverta che noelPosservata analogia tra deformazione ¢ tensione corrisponde
ad ogni scorrimento la meta dellomologa tensione tangenziale.
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Le tensioni principali saranno indicate con a,, 0,, 03 (e con 1, 2, 3 i

rispettivi assi),

intendendosi sempre che sia o, == 0, == 03.

Una rappresentazione geometrica completa della tensione sull’elemento

generico pud ottenersi come segue.
Assunti gli assi di riferimento secondo le direzioni principali della
tensione nel punto considerato, le espressioni (23) divengono semplice-

mente

_ _ _ 104
ty=o0,0y, ty=0;0%, ty = 0g a3 (19).

Si consideri allora la superficie d’equazione

" / w2 .'1'2 .’1/'2
. 1 2 3 »
. DEEL S, (20)
i} > o1 Gy 03
| =7 %
)
S con &k costante arbitraria, costituita di due

tale superficie nel punto generico R (fig.

O quadriche coniugate, che si diranno qua-
\‘\\ . . ) 3
~ R driche direttrici. B noto che la normale a
Fig. 53

53)(19) ha i coseni direttori

z, /o Ly/0,

& 2,\? 5 \? S .- x9\* 2’
P+ =Y
903/03

%= 2 X x
YR GG

Percio le relazioni precedenti divengono

&y

? t2""‘ ;!

b= e —
=)+ )+ ()

(174) Risulta quindi ovviamentoe che la massima delle intensita t:Vti + t% + ti e
quella di una delle tensioni prineipali.
(45) Per semplicitd di rappresentazione si & preso il punto R sul piano x, x;.
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la tensione sull’elemento tangente in R alla superficie & dunque diretta co-
me il raggio vettore OR, ed ha intensita

OR

0 anche ovviamente

/] Z\2 o\ A

VT + () +6)

essendo B’ un altro punto qualunque di OR, di coordinate x],x,, x,. Se
allora si sceglie B’ in modo che il denominatore di quest’ultima espres-
sione abbia un determinato valore K (rapporto di una lunghezza a una
tensione), si ottiene nel segmento OR’ rappresentata la tensione ¢ nella scala
K= 11 senso della tensione su ciascuna delle due facce dell’elemento &
determinato infine dal segno della o, immediatamente riconoscibile dalla
quadrica cui appartiene il punto FR, essendo lo stesso segno delle o prin-
cipali rappresentate dagli assi reali della quadrica stessa. Si osservi che
il cono asintotico delle quadriche direttrici & normale al cono asintotico
delle quadriche considerate precedentemente, come risulta osservando che
la direzione della tensione agente su un elemento del primo cono appar-
tiene alla giacitura dellelemento medesimo.

L’ellissoide d’equazione

2 2 2

X Xy Xy ;

02 | 2 2 KZ’ (27)
1

02 03

sul quale si trova per ipotesi il punto R’, dicesi ellissoide di Lamé. In-
sieme con le quadriche direftrici esso da nel modo sopra indicato la rap-
presentazione completa della tensione su ogni elemento superficiale per il
punto considerato.

Ad ogni piano condotto per Vorigine degli assi parallelamente a un
dato elemento superficiale corrisponde la retta parallela alla tensione sul-
Pelemento medesimo (per il punto considerato) nella polarita della stella
determinata dalle quadriche direttrici: agli elementi di un fascio corri-
spondono rette di un piano, che ¢ quello su cui agisce la tensione se-
condo la retta sostegno del fascio, e le tracce dei piani di quest’ultimo
sul piano medesimo sono in involuzione con le rette delle rispettive ten-
sioni,
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Se il sostegno del fascio & uno degli assi principali, le rette delle ten-
sioni appartengono al piano normale : oltre che con le tracce dei rispet-
tivi elementi esse risultano in involuzione anche colle normali agli ele-
menti medesimi, appartenenti questa volta allo stesso piano e corrispon-
denti alle tracce nell’involuzione degli angoli retti.

924. Una rappresentazione non altrettanto completa ma molto pitt co-
moda, perche costituita esclusivamente da cerchi tracciati su un medesi-
mo piano, & quella detta appunto dei cerchi di Mohr., Kssa dd per ogni
elemento passante per il dato punto la tensione normale o e il modulo =
della tensione tangenziale (vettore nel piano dell’elemento): che ¢ quanto
basta in generale per le applicazioni, non avendo interesse Ia conoscenza
della direzione e del senso della tensione tangenziale.

Dalla

o=olocf—l—02a§—l—o3a§

(che si ottiene ovviamente dalla definizione ¢ = Tn >< n riferendo C agli
agsi prinecipali) e dalla

2 9 42— 2 P 2 4% 2 90 4wy
4 ol=1 —tl+t‘i+t3"_01&al+gza£ o5 o
si ottiene

12_1_02_.0(01—1—02)::02 agm”:;(al"}“og)“:ﬁ—“l 02(“::"{‘“3)-

1 1 H ) ¥ ‘ " A 2 ‘—" 2 —— H £l
Quindi (ricordando che of 4 of 4 oy = 1) si trae

2ot o — oo 0+ (2 = (o) (e — o)t (5,

o infine

. 5 g
9 01 "“1' gy _ﬁ— 2 9 oo
T '"'l* (O = T == (01 - 03) (03 = 0;‘;) oza + -‘—-—2'— . (.25)
Considerate ¢ e 7 come variabili, per ay = cost. questa ¢ Pequazione di
un cerchio, il cui centro si trova sull’asse delle o nel punto di ascissa

%(o, -+ 0,) indipendentemente dal valore di «y, mentre il raggio varia

ovviamente col valore medesimo. Si tratta dunque di cerchi concentrici
(anzi di semicerchi, essendo definita la 7 solo in valore assoluto), ciascuno
dei quali rappresenta una relazione fra ¢ e © per il rispettivo wvalore di
ay, ciot per gli elementi appartenenti a un cono di rivoluzione intorno
all’asse 3.
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Per a; = 0 il cono delle normali degenera nel piance degli assi 1, 2,
¢ il cono inviluppo degli elementi (normale al precedente) nel fascio avente
per sostegno l’asse 3. Le rette delle rispettive tensioni sono sul piano
1, 2 in involuzione colle normali, come gid sopra s’¢ osservato. Essendo

il raggio ?(ol — 0,), il cerchio passa per i punti dell’asse o di asecisse o,

e 0,. Se allora (fig. 54) si manda dal secondo di questi punti una retta
formante con DVasse ¢ gli angoli di coseni

oy == ]/Ei (19¢) si vede subito che la seconda
intersezione di essa col cerchio & un punto

le cui coordinate rappresentano rispettivamente 0 o T & ¢
. . : L 3 6["61 J J
la 0 ¢ la 7 dei due elementi del fascio consi- e Al
. . . . . b — B )k
derato le cui normali hanno rispetto agli assi
Fig. 54

principali i coseni direttori

il/z?) _l__ll _E%Q 0(107)-

Si ha infatti per tali elementi

6 =0 0 + 0,(1 — &) =0, 4 (5, — 0,) a2,

ed ¢ chiaro che tale & lespressione dell’ascissa del suddetto punto del cer-
chio; 'ordinata del quale deve rappresentare allora, per losservata pro-
prieta del cerchio medesimo, la tensione tangenziale = degli stessi elementi.
Si osservi che la massima tensione tangenziale (in valore assoluto) si ha
sugli elementi le cui normali (o le tracce sul piano 1, 2) sono inclinate di

JT 5 i 3 . . .
vy sulle direzioni principali.

In modo del tutto analogo si ottengono altri due cerchi aventi per
diametro il segmento oy0, e il segmento o0, , che rappresentano analoga-
mente la tensione sugli elementi appartenenti rispettivamente al fascio che
ha per sostegno Vasse 1 e a quello che ha per sostegno lasse 2: questi
e il precedente sono i tre cerchi di Mokr fondamentali, rappresentanti le
tensioni che appartengono ai piani principali. Per traceiare il cerchio cor-

rispondente a un valore oy = —+ VES (== 0), invece di ricorrere all’espres-
sione del raggio data dalla (28), si pud considerare tra le normali appar-
tenenti al cono definito da tale valore costante di «, quella appartenente

(18) Nelle figure si sono indicati per semplicita gli angoli coi valori dei rispettivi
coseni.

(197) E chiaro che si ha un solo elemento i snperficie, collo sne due facce, dai dne
radicali presi con uno stesso segno, e cosl un solo elemento dai due radieali presi con
segno diverso. (Si ricordi che la tensione normale & riferita per definizione, in valore
6 segno, all’elemento e non alle singole facce; e cosl pure il module della tensione
tangenziale.)
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anche al piano 3, 1 (x, = 0); il punto rappresentativo della quale (cioe
della rispettiva tensione) si ottiene intersecando il cerchio di diametro oyo,
colla retta per il punto o, facente un angolo di coseno a«; con l'asse o:
il cerchio resta cosi determinato essendo concentrico a quello di diametro
0,0, , corrispondente al valore oy = 0 (fig. 55). Considerata invece la nor-
male appartenente allo stesso cono e al piano
2, 3 (o, == 0), si pud trovare un altro punto
dello stesso cerchio intersecando il cerchio
di diametro 0,0, con la retta ugualmente
inclinata passante per o, (1%). Si osservi che
per qualunque valore di g4 il cerchio risulta
esterno a quello di diametro o,0,, come di-
_ mostra chiaramente l’indicata costruzione.
(Si confronti anche Pespressione del raggio
data dalla (28).)

Volendo infine il punto rappresentativo di un elemento qualunque,
la cui normale abbia i coseni direttori

oc3::j[/;§, “1:il/;?7 aaz‘ail/l"‘ag“——‘;fy (109)

basterd ovviamente determinare Pintersezione ¢ del cerchio sopra tro-
vato, corrispondente al valore assegnato di a,, col cerchio corrispondente
al valore di o, : quest’nitimo sard concentrico al cerchio di diametro oy,
e passera per Vinterseziome del cerchio di diametro o,0, colla retta per o,
inclinata dell’angolo corrispondente ad «, (e per Uintersezione del cerchio di
diametro o40, colla retta ugualmente inclinata per o3). Tale punto risulta
in ogni caso esterno ai cerchi di diametro o0,

e 0,0, ed interno a quello di diametro oyo, , tali
essendo i cerchi ad essi concentrici che §'in-
tersecano nel punto medesimo (1) : questo ap-
partiene ciod alla superficie tratteggiata della

fig. 56, il contorno della quale & il luogo dei d,
punti corrispondenti agli elementi paralleli ad

uno degli assi principali.

(18) Che i due punti cosi determinati appurtengano effettivamente ad un cerchio
concentrico al cerchio 6,6, si comprova facilmente osservando che la perpendicolare
condotta dal centro di quest’ultimo al segmento che li congiunge & l'asse del segmento
medesimo.

(199) Si tratta qui di otto facce, ossia di quattiro elementi, che si ottengono con
le diverse combinazioni dei segni.

(419) I tre cerchi corrispondenti ai valori assegnati di «y,a,,a, (quest’'uitimo non
esplicitamente considerato sopra). Come &8 visto che il primo & esterno al cerchio v,0,,
cosl pud vedersi che il secondo & esterno al cerchio 0,05, e il terzo interno al cerchio
030 .
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2B, Si considerino per esercizio i seguenti easi particolari.

@) or=£ 0, 671 = o77r= 0 (1Y) : lo stato di tensione si dice in tal ca-
80 monoassiale. I’ellissoide di Lamé si riduce a un segmento, percio le
tensioni agenti sugli elementi superficiali per il punto considerato hanno
tutte (quando non siano nulle) le direzioni dell’as-
se I. Dei tre cerchi di Mohr fondamentali uno
si riduce ad un punto, ciod all’origine degli assi,
e gli altri due si sovrappongono (fig. 57). Per-
tanto tutti gli elementi ugualmente ineclinati sul- e C? g
Passe I sono ugualmente sollecitati, risultando bt 3% 6 G
ugnali per essi la ¢ e la z; in particolare gli Yig. b7,
elementi passanti per Passe medesimo (oer = 0)

T

Tlﬂ! "l"l

hanno tensione nulla. La massima tensione tangenziale, agente sugli

C o 4 1
elementi inclinati sull’asse I di 7’ vale - |or| ed & accompagnata da

una tensione normale 5 01 (cioé di ugual intensita).

Si avverta che la fig. 57 col solo spostamento della origine sull’asse
o viene a rappresentare uno stato di tensione pit generale, in cui o;r=oyy7,
corrispondente al caso di una radice doppia del’equazione seecolare. An-
che in tal caso dunque la tensione dipende, per intensitd e inclinazione
rispetto all’elemento, soltanto dall’inclinazione dell’elemento medesimo ri-
spetto all’asse principale I corrispondente alla radice semplice. Lia massi-

ma tensione tangenziale risulta Y |61 — 01|, e agisce sugli elementi in-
4

. . ., 7 \ 1
clinati sull’asse I di T accompagnata dalla tensione normale ?(O’I"I—UII)-

b) Quando una sola delle tensioni prineipali sia nulla, lo stato di
tensione si dird biassiale. L’ellissoide di Lamé diventa questa volta un’el-
lisse, percio le tensioni agenti sugli elementi superficiali per il punto con-
siderato appartengono tutte alla giacitura del piano delle due tensioni
principali diverse da zero.

Posto o7;r= 0 ed assunti un asse z coincidente coll’asse ITT e due
asst 2, ¥ ad arbitrio nel piano ad esso normale (cioe il piano degli altri
due assi principali), risulta evidentemente o, — Ty = Tz = 0. Quando siano
note le altre tre componenti della tensione o, o,, 7,,, si pud porre il
problema della ricerca delle due tensioni principali or, orr e dei rispettivi
assi. Considerati a tale scopo fra gli elementi del fascio di sostegno z

(1) Si sono wusati per indicii numeri romani, per significare che essi non defi-
niscono come precedentemente 'ordine di grandezza (potendo essere o 1< 0).

D. Bonvicwnt - B. Darv’Aario — La teoria dell’elasticita. 6
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quelli normali rispettivamente ad x e ad y, sul primo dei quali agiscono
le tensioni o, 1.y, nel secondo oy, Tay, si traccino sul diagramma di
Mohr (fig. 58) i rispettivi punti 4, B, per

Fig. 58

2
gioni principali sono cos)

gr

orr

Gli assi I, IT (inteso che sia, come risulta dalle
precedenti espressioni, or= UU) fanno colPasse x
rispettivamente gli angoli delle rette orr A, 6r A col-

[ =5 0,4 o) Vo, =0 F F o2,

ciascuno dei quali dovria passare il cerchio
di diametro o7 orr. Tale cerchio resta cosi
ovviamente determinato (avendo il centro
sull’agse ¢): lascissa del centro risulta evi-

1
dentemente 7(%—1— o), e il raggio risulta

PR
V(u) + 7,. Le espressioni delle ten-

l’asse o. Per eliminare ’ambiguita che resta, potendo
I’asse I assumere la posizione I, o la posizione I,
della fig. 59, si osservi che si ha

Tay = ler Oy + lerroirry ‘(“2)

ossia, essendo tol = 01 Ofpy 2l = OIT %IIz,

Tay == OF Ory GIy - OII %r1z %1y ;

(29)
i
\ /
\\1[ 1 H$I
vt /
\\ /
\\ /
\ /
x 7\
ll \\ I
I/ \\
/ \
/ y \
Fig. 59

o infine, per essere oz, == == Arrw, %Iy = —F Oz (perehé x ed y sono orto-

gonali come I e IT),

Tey — (GI — OII) Ofx Iy »

Risulta quindi che il prodotto oz ay, ha il segno di ,,; percio se 7,, > 0
i due angoli che Yasse I fa con & e con y sono entrambi acuti o en-
trambi ottusi, e Passe I assume la posizione I, ; 8e 7., <0 Passe I as-

1
sume la posizione I, .

(14?)y 8i proiettano sull’asse y le componenti secondo gli assi I e II della tensione

agente sull’elemento normale ad w.
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Si deve rilevare che la (29) e le successive osservazioni danno la
soluzione dello stesso problema anche quando Sia 677 = 0, F 0, vale a
dire nel caso generale (stato di tensione triassiale): nella fig. 57 bastera
allora spostare Vorigine. Ponendo il problema per lo stato biassiale si &
voluto far riferimento al caso che occorre pitt di frequente nelle ap-
plicazioni.

¢) Se in un punto le tre tensioni principali risultano uguali
(0y = 0, = 04, radice tripla dell’equazione secolare), Dellissoide di Lamé
diviene una sfera, percid tutte le tensioni hanno uguale intensitd. Ridu-
cendosi tutt’e tre i cerchi di Mohr ad un punto, non vi sono tensioni
tangenziali ; cioé la tensione si esercita su ogni elemento normalmente.
Si ha dunque uno stato di tensione che pud dirsi di tipo idrostatico.



