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ANALISI DELLE DEFORMAZIONI INFINITESIME

8. Nello studio del cambiamento di configurazione che avvenga in un
corpo per Vazione di forze ad esso applicate, o per altre cause, sard qui
ancora supposto che gli spostamenti dei suoi punti, e¢ quindi anche le
derivate di essi rispetto ai punti medesimi, siano infinitesimi. B necessa-
ria una breve discussione di tale ipotesi al fine di chiarire quale sia ef-
fettiva rispondenza di essa alle condizioni del problema fisico.

Cominciando col considerare le derivate prime dello spostamento, che
sono dei puri numeri, si pensi d’aver fissato per un certo problema un
criterio pratico d’approssimazione, vale a dire Pordine di grandezza del-
I’ errore relativo ammissibile nella soluzione del problema medesimo

1-:000

in volta alla natura del problema, all’approssimazione colla quale possano
intendersi noti i dati di esso, e anche al fine pratico della cercata solu-
zione. Quando si operi considerando le suddette derivate degli spostamenti
come infinitesimi, si consegue nei calcoli un’essenziale semplificazione
col tralasciare i termini d’ordine superiore; ma per tener validi i risultati
che cosl si ottengono bisogna vedere se I’errore che si compie per essere
in realta tali derivate dei numeri finiti resti compreso nei limifi fissati
dal criterio suddetto.

Quando per esempio sia da considerare Uespressione (1 4 &) — 1, ri-
guardando & come infinitesimo si trascurera il termine &% Tale traseura-

bilita pud ammettersi in via d’approssimazione anche per & finito, a con-
2

dizione che il rapporto 570 @ quindi lo stesso & sia di un ordine di
€

. 1 . . .
(per esempio ———|. Tale criterio dovra ovviamente essere adeguato di volta

grandezza non superiore a quello fissato per Derrore relativo ammissibile.
Jos1 dovendo considerarsi in generale una f(¢) funzione infinitesima del-
Pinfinitesimo ¢, bastera porre f (&) = f” (0)¢, primo termine dello sviluppo
in serie di Maec-Laurin. Per vedere quando tale espressione sia sufficien-
temente approssimata per ¢ finito, conviene scrivere lo sviluppo abbre-
viato f(e) = f/(ke)e = f7 (0) e 4 {f’ (ke) — f"(0)} &: & chiaro allora che la
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condizione & che si mantenga del prefissato ordine di grandezza, per ogni
f ’ (k&') _ f’ (O) (24)

77(0) '

Per P'applicazione di ogni relazione oftenuta considerando & infinite-
simo mediante un certo procedimento analitico bisognerebbe dunque ese-
guire una valutazione dell’errore in cilascun passaggio del procedimento
medesimo (*3). Non essendo cio praticamente possibile, si deve concludere
che i limiti del eampo di applicabilita di ogni relazione siffatta dovranno
infine esser direttamente riconosciuti per mezzo dell’esperienza ; indipen-
dentemente dal quale riscontro sperimentale potra solo affermarsi che ogni
singolo risultato sara accettabile, secondo un dato criterio d’approssima-
zione, finche le derivate dello spostamento siano « sufficientemente piccole ».

Ma la piccolezza delle derivate suddette & richiesta, oltre che per la
semplificazione delle espressioni analitiche che le contengono, anche per
poter trascurare la variazione di orientamento degli elementi di un corpo
rispetto alle forze che lo sollecitano, come si fa appunto ovviamente con-

p siderando gli spostamenti infinitesimi. Il crite-
L l——"*[n
N

Ik compreso tra 0 ed 1, il rapporto

rio di tale trascurabilita, sempre riferito a una
— prefissata approssimazione da conseguire, dev’es-

? ,/'p sere stabilito singolarmente per ciascun problema.

Fig. 19 Si consideri per esempio la mensola AB (fig. 19)
sollecitata all’estremo B da una forza P normale

al suo asse, ponendo che con lo spostamento del suo punto d’applicazione
essa forza si sposti senza mutar direzione (come un carico in senso pro-
prio, cio® un peso). Mentre nella configurazione indeformata la sezione
estrema in B & soggetta solo ad un’azione tangenziale pari all’intera P,
nella configurazione deformata AB’ viene ad agire sulla medesima sezione
insieme con una componente tangenziale 7 una componente normale N :
quest’ultima, che da nei punti di essa sezione una tensione normale (tra-
zione), & dovuta alla variazione d’orientazione di essa nel passaggio dal-
l'una all’altra configurazione. Nel problema della determinazione di tale
tensione normale & ovvio pertanto che la variazione d’orientazione non
potrebbe in nessun caso trascurarsi; ma e anche chiaro che il problema
stesso & praticamente prive d’interesse, mentre interessa Ia conoscenza

(*) Se dovesse incontrarsi ad esempio un termine ! (funzione evidentemente non
sviluppabile in serie di Mac-Laurin), che come infinitesimo & trascurabile rispetto ad e,
1,1

g

sarebbe da considerare il rapporto — = g1
£

per metterlo a confronte con lerrorc re-

1 10
lativo ammissibile. Quand’anche questo fosse o (ciod il 10°/), dovrebbe essere ¢ < (1—10—) .

(*) Non si dimentichi fra Valtro che Derrore relativo di una somma pud esser
molto maggiore di quelli dei singoli termini.
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della tensione normale in una sezione generica §, e in particolare nelle
sezioni prossime all’incastro, dove essa & dovuta principalmente allo stato
di flessione (per il quale si ha massima trazione nelle fibre estreme supe-
riori e massima compressione nelle fibre estreme inferiori). Mentre la parte

dovuta alla componente N & uniforme nella sezione (%), e ugunale quindi a

N P . :
0= I&’ essendo A Darea della sezione medesima, ed ¢ la rotazione di

essa, la suddetta parte dovuta alla flessione & data da nn’espressione della

forma 2" essendo 2 una lunghezza dell’ordine delle dimensioni trasversali

] L
della stessa sezione: dal rapporto s—é— delle due parti si rileva che la

prima sara trascurabile rispetto alla seconda gia per una sezione la cul
distanza x da B sia dello stesso ordine suddetto, quando sia e dell’ordine
dell’errore ammissibile. Si conclude cosi che per quanto riguarda intanto
Porientazione delle sezioni rispetto alle forze, risulta lecito sotto quest’ul-
tima condizione lo scambio della configurazione deformata con quella in-
deformata.

Quanto agli spostamenti, che come tali non interverranno nella for-
mulazione analitica dei problemi di Scienza delle costruzioni se non li-
nearmente (nelle condizioni al contorno), & necessario per altro che siano
anch’essi abbastanza piceoli quaﬁdo si vogliano trascurare come si fa nor-
malmente, considerandoli infinitesimi, le variazioni di posizione dei singoli
elementi del corpo rispetto alle forze: si tratta dunque ancora del mede-
simo scambio (gia accennato anche al § 1) della configurazione deformata,
che & Veffettiva contigurazione d’equilibrio del corpo sotto l’azione delle
forze considerate, colla configurazione indeformata, che sard in generale
quella assegnata come dato del problema. Qui & da osservare subito che
di piccolezza degli spostamenti non puo parlarsi se non per confronto con
altre lunghezze, le quali ovviamente non possono essere che le dimensioni
del corpo considerato. Ora i corpi per i quali hanno importanza le pre-
senti considerazioni sono quelli aventi una dimensione prevalente sulle
altre o due dimensioni prevalenti sulla terza (che possono indicarsi in
modo generico rispettivamente come travi e lastre), i quali sono d’altra
parte oggetto di una grandissima maggioranza delle applicazioni: sara
necessario dunque caso per caso vedere quali di esse dimensioni siano da
considerare per paragone degli spostamenti.

(?6) Quando la sezione considerata sia abbastanza distante dalla sezione estrema,
cid pud ammettersi comunque si pensi effettivamente ripartita su quest’ultima la 2,
purche la risnltante passi per il baricentro B di essa,

L2

D. Boxvicint - B. DaLL’AaLio — La feoria dell’elasticiia.
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Si consideri ancora una mensola, sollecitata da forze normali all’asse,
supposte di direzione invariabile (fig. 20). E chiaro eche quando il massimo
spostamento sia abbastanza piccolo rispetto alla lunghezza della mensola,
la componente orizzontale dello spostamento di ogni punto dell’asse sard
piccola a sua volta rispetto allo spostamento medesimo, e trascurabile

percio la variazione della distanza di esso punto
A ] C ]B da ognuno dei carichi: dunque in questo caso
§ \E'L puo assumersi per paragone degli spostamenti
Fig. 20 la lunghezza suddetta, ossia la dimensione mas-
sima del corpo(*’). Quando invece la mensola
sia sollecitata all’estremo B da una forza parallela al suo asse, la varia-
zione della distanza del punto generico di questo dalla linea d’azione
della forza medesima & data dalla componente verticale della differenza
degli spostamenti di esso punto e del punto B, ciod in sostanza dalla
stessa differenza (fig. 21); dunque lerrore re- | ;
lativo massimo (nel punto A) & dato, per quanto 1 \__ji'
attiene a tale distanza, dal rapporto dello spo- ; p
stamento di B all’eccentriciti iniziale ¢ della Fig. 21
forza. La lunghezza di paragone degli sposta-
menti sarebbe cosl questa volta tale eccentricitd; se¢ non che, avendo
qui importanza anche la tensione dovuta alla componente normale, &
chiaro che dovranno considerarsi anche le dimensioni della sezione
(come risulta da quanto 8¢ accennato sopra sulla valutazione della
tensione medesima e di quella dovuta alla flessione, cioé alla sud-
detta distanza). Si conclude facilmente che la tensione sara valutata
con sufficiente approssimazione senza tener conto della variata con-
figurazione quando lo spostamento sia abbastanza piceolo rispetto
all’eccentricita o rispetto alle dimensioni della sezione; cioe, nel caso

che tali grandezze siano d’ordine diverso, rispetto alla maggiore di
esse (28).

(*7) 8i ricordi che lo stato di tensione di una sezions generica dipende dalla
distanza del baricentro di essa dai carichi che agiscono dalla parte dell’estremo
libero della mensola. E da avvertire che la conclusione sulla variazione di tale
distanza, fondata sull’ipotesi che i carichi (suppesti invariati di direzione) agiscano
in punti dell’asse, resta valida anche se i punti di applicazione di essi appartengono
invece ai lembi delle rispettive sezioni, benchd la variazione medesima risulti allora
diversa.

(**) L’esempio della mensola mostra anche chiaramente che rotazioni e spostamenti
non sono fra loro indipendenti, e come per il prevalere di una dimensione possane ve-
rificarsi con piccole deformazioni (intesa ancora qui la parola in senso intuitivo gene-
rico) grandi rotazioni e spostamenti. Si osservi anche come questi ultimi si accreseano,
con l'aumentare della dimensione medesima, in misura maggiore delle prime.
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6. Si consideri un solido qualunque, e si ponga che da una certa
configurazione esso passi ad un’altra (infinitamente prossima) con wuno
spostamento infinitesimo di ogni suo punto. Tale spostamento sara un
vettore 8, assegnato per ogni punto dello spazio occupato dal corpo, le
cini componenti rispetto a un sistema cartesiano
x, ¥, # siano rispettivamente &, #, {: queste sa- p.-|§(E)!* 1“"’1‘ x
ranno dunque funzioni delle coordinate =, ¥, 2, e A
si porra che siano in ogni punto continue e
derivabili (*¥). Considerato un punto P, e in un
intorno infinitesimo di esso un punto P (fig. 22, 3
proiezione sul piano xy), sara

Fig. 22

n

£ = () + (5 as + (o) v+ (5 ) @

e analoghe espressioni si avranno per le componenti # e {. Ponendo in
P, Vorigine degli assi, e sostituendo pertanto le stesse coordinate ai ri-
spettivi differenziali, la coordinata 2’ del punto P’ in cui si trasferisce il
punto P risulta

w’:.w+§=§1 +(2—i)o%w+ (%)Uy (af) + £(Fy), (

e in modo analogo risultano espresse y’ e 2’. Le coordinate del punto P’
sono dunque funzioni lineari omogenee di quelle del punto P; o in altre

parole, la corrispondenza fra i due punti é una omografia affine. (Elementi
paralleli, lineari o superficiali, restano paralleli.)

Lo

)

(*%) E ovvio che la considerata porzione di spazio continuo costituisce nn modello
su cui si sviluppa la teoria. Lo spostamento praticamente misurabile si riferisce natu-
ralmente 2 un elemento materiale: si passa al modello ammettendo che esso tenda a
un limite determinato guando si faceiano tendere a zero le dimensioni dell’elemento
nellintorne di ogni determinato punto. Considerati dne elementi a contatto in un punto,
e facendoli tendere entrambi al punto medesimo, & chiaro che non potrai ammettersi
che gli spostamenti misurati tendano a due limiti distinti, ciod che la differenza di essi
si mantenga superiore ad un valore finito, se non quando si pensi avvenuta la separa-
zione dei due elementi, ossia una frattura del corpo. (Per ristabilire il contatto dopeo
un simile spostamento degli elementi medesimi considerati rigidi, occorrerebbe una va-
riazione finita delle dimensioni di uno almeno di essi, ciod una deformazione infinita.)
Una deformazione senza fratture deve dunque essere rappresentata da uno spostamento
teorico continuo in ogni punto.

Per quanto attiene invece alla derivabilitd, proprietd che ha anch’essa significato
in quanto la funzione sia definita in ogni punto, & chiaro che mancando la peossibilita
di tale eftettiva definizione, e non avendo d’altra parte la proprietd medesima aleun
riscontro nello spostamento materiale misurabile (come la mancanza di fratture per la
continuitd), Vammissione di essa risponde semplicemente ad un’ovvia esigenza di sem-
plicitd e di regolarita.
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I da notare che tale conclusione vale anche per spostamenti finiti,
per essere infinitesimo Vintorno considerato del punto P,. La corrispon-
denza potra ciod in ogni caso riguardarsi come omografia affine con suf-
ficiente approssimazione in un intorno sufficientemente piccolo.

Riprendendo la (1), si osservi che &(P)— &(P,) & la componente se-
condo Vasse & del vettore ds = s(P)— s(P,), mentre dz, dy, dz sono le
componenti del vettore dP =P — P,. La (1) ¢ le analoghe espressioni
di n(P) —4(Py) e di {(P)—(P,) danno dunque le componenti del
vettore ds come funzioni lineari omogenee delle componenti del vet-
tore dP: esse esprimono una corrispondenza lineare omogenea tra i due

vettori (omografia vettoriale), la quale potrd rappresentarsi nella forma
sintetica

ds =D ar, (3)

essendo Poperatore ) il tensore doppio derivato del wettore 8, espresso in
forma cartesiana al modo seguente :

o oy ot
o o o \

_| o o ¢

D= oy dy oy |’ 4)
\oE

oz oz oz

Le tre linee contengono rispettivamente le componenti dei vettori i,
Dj, Dk, essendo ¢ = grad », j = grady, k = gradz i versori secondo gli
assi (30).

Si decomponga ora il tensore D in due tensori )’ e R, rispettiva-

(3Y) TLoperatore 9D che trasforma il vettore dP nel vettore ds & un ente
(tensore) rappresentato dalle swe nove componenti in ogni dato sistema di riferi-
mento. Dalle componenti rispetto a nn sistema cartesiano ortogonale x,y,z si passa

a quelle rispetto a nn altro analogo sistema &, %', 2’ mediante le relazioni facilmente
verificabili

S‘ _/\, - ‘/\.’
ti’h’ = 2 cosmh’ Xcosni’ it
e n

e ?

dove glindici fissi ', B’ stanno a rappresentare due degli indici &', %', 2/, mentre ciascano
degli indici variabili m,n rappresenta uno degli indici x,y, 2.
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mente simmetrico ed antimetrico: D = Q@ + R (31), essendo

£ Lfemg ey (e )
n 9

ox 2 o (’)\y Z ox 82
1 (8¢ | oy ey, 1 (el o7
v-( 3+2) 52
2 \oy + o cy 2 \oy T oz
1 [9& af 1 /oy 6l oC
2 (az+ :r) 7(62+ay 0%
0 Lo(on e\ L (o0 ok
2 \gx &y} 2 \ga 0z
1 (¢ 2
w—| Loy (o)
oy o 2 \oy 0%
_1__ o0& . ol 1 [dy . e
2 \oz or 2 \gz oy
Ove si ponga
6, en_ o8l
am — txT oy 5?} - TY¥ az - ¢
(5)
on | & o em 0f et . .
6m+6y“?w—yyx, 6y+3z“/w—3’zy: E;‘"am—?zm“—?'zz;
1 (317 AN L (s om\ 1 (68  of\ ,
5 \ze ay)““’“ 5 (ay‘g = @ ?(az"% =@ (%)
le espressioni precedenti divengono
1 1
& N Vay 5 Yz \
1 1 .
D= IR A E (6)
1 1

"é— Yex 7 Yzu &

(3!) Un temsore doppio & simmetrico gnando nella matrice delle sue componenti
sono uguali gli elementi simmetrici rispetto alla diagonale principale; dicesi antime-
trico (0 meno prepriamente emisimmetrico) quando tali elementi sono contrari (e nulli
pertanto quelli della diagonale medesima). E’ facile verificare che si tratta di qualita
intrinseche del tensore, che restano immutate al mutare del sistema di riferimento.

Il tensore T & la somma dei due tensori T,, T,(C= T, + {;) quando si ha per un
vettore u generico Tu = C, u + T, u. Discende immediatamente dalla definizione che le
componenti di T sono le somme delle omonime componenti di T, e T,.
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0 w; — Wy
R=| — w, 0 Wy . (6”)
wy —my 0

A tale decomposizione del tensore corrisponde la decomposizione del vet-
tore ds in due: ds = )’ dP -+ ‘¥ dP. Lo spostamento del punto generico
P nell’intorno del punto P, sara allora

8(P) = s(Py) + R AP + D" dP. (7)

Mentre il primo di questi termini rappresenta una traslazione dell’ele-
mento solido costituente Pintorno considerato, il secondo termine rap-
presenta una rotazione di esso intorno al punto P, definita dal vettore
di componenti wy, w,, w,: & infatti ‘R dP = o A dP (3*)). Dunque la som-
ma dei primi due termini rappresenta un moto rigido dell’elemento ; e
allora la deformazione di questo dipendera soltanto dalla parte dello spo-
stamento rappresentata dal terzo termine ()’ dP. L’operatore )’ sari
detto deformazione purae (3%): ciascuna delle componenti di esso ha un
semplice significato che risultera dalle seguenti osservazioni.

Componenti s. — Posto dP = dx ¢, dopo la deformazione tale vettore
infinitesimo sara divenuto dP’= dP -} ds = dx (¢ -+ Di), le cui compo-

nenti sono
o& on ol
‘”(1 +a—) deer g

1
(3%) 8i ricordi che @ == 5 rot s, vorticale o rotazionale del vettore s. Mentre la pri-

ma denominazione & attinente alla meccanica dei fluidi, la seconda deriva dal signifi-
cato qui posto in chiaro.

(3%) Non & da intendere che possa attribuirsi a tale nome il significato di «de-
formazione senza moto rigido», essendo tale espressione in &2 priva di senso. Si
vedra poco appresso che per la simmetria della 9" esistono in ogni punto tre vettori
dP; ortogonali per 1 quali 2" dP;= k;dP;: il vettore 4P’ nel quale si muta per lo spo-
stamento il vettore generico dP, ciod dP' =dP -+ ds =dP + w A dP 4+ 9" dP, sard per
ciascuno di essi dP;=(1 4 k) dP, + o A dP;: essi risulteranno quindi rotati tutt'e tre
allo stesso modo, dunque ancora ortegonali; ed & ovvia allora la secelta della rotazione
w di tale triedro trirettangolo che resta indeformato come rotazione dell’elemento so-
lido. Si vedrd inoltre che date (sotto certe condizioni) le sei componenti di 2’ come
fuanzioni del punto in un certo spazio, resta determinata in ogni punte la deformazione
totale P a meno di un’unica rotazione dello spazio inedesimo; dunque tali sei compo-
nenti sono in realta i soli elementi della deformazione tra loro indipendenti.

La definizione di una deformazione pura & possibile, secondo un analogo criterio,
anche nel caso di uno spostamento finito.
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percid la lunghezza dz di esso vettore sarad divenuta

oo /(1 2V (2 (5]

In questa espressione i termini {— * (88
4 b Bm "\ox

) potranno trascurarsi quando

. L . . 88 5

siano infinitesimi d’ordine superiore a 5—(04): la nuova lunghezza sara
x

allora semplicemente dx (1 -+ g—f—) = dx (1 + &). La componente &, rap-

presenta dunque il rapporto fra 1'allungamento dx e, e la lunghezza pri-
mitiva del vettore dxd: essa si dira pertanto coefficiente di dilatazione
lineare (0 semplicemente dilatazione) nella direzione dell’asse x. Analoga-
mente &, ed & saranno le dilatazioni nelle direzioni degli assi y e z.

Componenti %— y. — Si considerino ora due elementi P, P, P,Q appar-

tenenti rispettivamente agli assi # ed y; e siano Py, P/, Q" le posizioni
degli estremi di essi dopo la deformazione
(fig. 23). Traslato Delemento solido defor-
mato (per semplicitd della figura) del vettore
P, — Py, il punto P, ritornerd nella posi-
zione iniziale, e gli altri due si porteranno
rispettivamente in P” e @". (La deformazio-
ne dell’elemento resta naturalmente immu-
tata). Vo]endo valutare la variazione dell’an-
golo retto I’POQ divenuto ’angolo P’PO ’s
si osservi che potranno sostituirsi ai punti ef-
effettivi P”, ", non appartenenti in generale al piano xy, le loro proiezioni
sul piano medesimo, indicate nella figura con le stesse lettere: mentre infatti
la differenza tra Pangolo retto e Vangolo finale cosi proiettato ¢ infinitesima

dell’ordine minore fra quelli di a3 e QE(
oy oxr

come risulta dall’espressione che

(31) Tale avvertenza sarebbe ovviamente inutile se per spostamento infinitesimo
dovesse intendersi necessariamente un certo spoustawento (funzione del punto) moltipli-
cato per un fattore comune intinitesimo. Ma potrebbe anche pensarsi per esempio di
moltiplicare le tre componenti di un dato spostamente rispettivamente per e, 2,85, In
modo pilt naturale si pud definire uno spostamento con componenti infinitesime di di-
verso ordine imponendo condizioni d’invarianza di langhezze, come nel semplicissimo
esempio di nna rotazione rigida: un altro esempio si ha considerando lo spostamento
di ogni punto di un certo segmento rettilineo (asse di una trave), quando si assegni la
componente normale al segmento medesimo, e si ponga la condizione che resti invariata
la lunghezza di ogni tratto di esso, per la quale sirendera necessaria una componente
ad esso parallela, evidentemente infinitesima di second’ordine.
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ora si troverd), & facile vedere che la differenza tra ’angolo proiettato e
I’angolo effettivo ¢ infinitesima d’ordine superiore (3%). La variazione cer-
cata, intesa pgs\itiva come diminuzione, risulta cosi uguale alla somma
degli angoli PP,P" e QP,Q" formati rispettivamente dal vettore P”— P,
coll’asse »# e dal vettore Q" — P, coll’asse y, inteso ciascuno positivo nel
senso che dal rispettivo asse conduce all’altro attraverso l’angolo retto
(dungque entrambi positivi nel caso della figura); o anche, trattandosi
di angoli infinitesimi, alla somma delle loro tangenti. Essendo poi

dy
tg PP P" = T~ = 8—901 -+ infinitesimi d’ordine superiore, € cosi
1 —\d
( + ax) :
tg Qf’;Q,” = (ji -~ infinitesimi d’ordine superiore, risulta per la variazione
ol
_ , . on o0& . . 1
cercata l’espressione Fr -+ W ossia il doppio della componente 5 Y2
X

del tensore Q.

I numeri y saranno detti scorrimenti. Questa denominazione si giu-
stifica  considerando insieme con J’elemento P P un elemento ad esso pa-
rallelo uscente da ¢ : mentre nello stato indeformato i due elementi hanno
gli estremi P, e ¢ allineati secondo una perpendicolare comune (potreb-
bero cioe dirsi « affacciati »}, dopo la deformazione il secondo di essi si
ritrova ancora parallelo all’altro, ma non pilt con esso in tale relazione
(cioé non piu «affacciato »), essendo scorso rispetto ad esso del vettore
@"—PO (fig. 23). La lunghezza di tale scorrimento rapportata alla di-

by

stanza degli elementi medesimi e espressa evidentemente ancora, sempre

(3%) L’angolo eftettive & esprimibile in funzione dei rapporti fra i lati del trian-
olo avente i vertfici nei punti P, , P”, " effettivi. Indicata con & la variazione infini-
g ¥ 0’ y
tesima nel passaggio dall’effettiva figura deformata alla sua proiezione snul piano z,y,

si ha ovviamente

6110 PH: [)0 I)II PU Pll= GPU f)ll _61)0 QH

— H

PO Q' PU Q' PO Q' PO P PU O

I due termini dell’ultimo membro, variazioni relative delle lunghezze r,rr, e,
sono, per quanto &8 visto in proposito delle dilatazioni, infinitesimi dell’ordine rispet-

P I)II

2 2
tivamente di (%) e ({)—g) : la variazione relativa del rapporto , @ quindi anche

dx 0y P, Q"

la variazione assoluta di esso, risulta cosi del’ordine minore fra quelli di tali due qua-
drati. Poich? alla stessa coneclusione pud giungersi analogamente per le variazioni degli
altri due rapporti dei lati del triangolo suddetto, e poich® intine I’espressione dell’an-
golo considerato in funzione di tali rapporti ammette evidentemente derivate prime
linite, risulta infinitesima dello stesso ordine la variazione dell’angolo stesso. ciod la
differenza tra esso e la sua proiezione. Per poterla trascurare basta dunque ammettere
che il quadrato delle derivate di ciascuna delle componenti dello spostamento sia infi-
nitesimo d’ordine superiore a quello di ciascuna delle espressioni y.
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a meno di infinitesimi d’ordine superiore, da y,, . (Si considera cosi po-
sitivo lo scorrimento quando l’elemento pilt avanzato nel senso positivo
dell’asse y scorre rispetto all’altro nel senso positivo dell’asse x (36).)

Al sel numeri e, &, &, Yay, Yyzs 72z 51 dd il nome di componenti
della. deformazione (37). Quando in un punto queste siano note, sara nota
nel punto medesimo ogni altra grandezza riguardante la deformazione
dellintorno infinitesimo di esso, come gia sopra s'® osservato. Come
conferma si consideri innanzi tutto che la dilatazione in una direzione
qualunque pud determinarsi riferendo il tensore @’ a una nuova terna
cartesiana ortogonale, un asse della quale abbia tale direzione (si ricordi
la nota (3°)). Per determinare la variazione dell’angolo formato da due
direzioni quali si vogliano si pud pensare ad un triangolo
infinitesimo, dune lati del quale passino per il considerato 4
punto ed abbiano tali direzioni: si deduce allora la variazione
cercata dalle variazioni di lunghezza dei tre tali, cioe dalle P
rispettive dilatazioni. E cosi infine la determinazione della
variazione di un diedro & riconducibile a quella delle dilata-
zioni in sei direzioni, cioé quelle degli spigoli di un tetraedro Fig. 24
avente un vertice nel punto considerato (fig. 24) e un diedro
coincidente con quello di cui si ricerca la variazione (38).

7. Per la validitd del significato delle espressioni e e y basta am-
mettere come s’¢ visto (si ricordi anche la nota (3%)) che il quadrato di
ognuna delle derivate delle componenti di spostamento sia infinitesimo
d’ordine superiore a quello di tutte le espressioni medesime. Si tratta di
una coundizione che potrebbe considerarsi sempre sodisfatta in teoria, in-
teso lo spostamento infinitesimo nel modo pift ovvio, ciod come uno spo-
stamento determinato moltiplicato per un fattore numerico infinitesimo
indipendente dal punto (vedasi la nota (3*)); ma che non pud invece es-
sere sempre dimenticata nell’applicazione ai casi reali secondo i concetti
esposti al paragrafo 5. Essa si muta infatti in tale applicazione nella condi-
zione della trascurabilita, conforme a un assegnato criterio d’approssimazio-
ne, di ciascuno dei quadrati delle derivate suddette rispetto a ciascuna delle
espressioni ¢ e y; ossia, poiché tali derivate (escluse le stesse ¢) si espri-
mono come combinazioni lineari delle y e delle componenti del vettore

© = —-rot 8, nella condizione della trascurabilitd, sempre rispetto alle &

)

(3%) E’ chiaro che la stessa Yay = Vyx misura anche lo scorrimento di due elementi
paralleli all’asse y mel piano zy, rapportato alla loro distanza.

(3%) 8i ricordi che mentre lo & sono le componenti del tensore 9’ disposte sulla
diagonale principale, ognuna delle y 2 il doppio di una delle altre componenti.

(?8) 8Si avverta che i suddetti triangoli e tetraedri contengono lati e spigoli non
passanti per il punto considerato. Ma appartenendo essi a un intorno infinitesimo di
tale punto, le loro dilatazioni sono (anche mnel caso di una deformazione finita) da con-

siderare pari a quelle degli elementi condotti parallelamente per il punto medesimo.
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e alle 7, del quadrato del vettore medesimo (*). E poi da osservare che
in ecaso contrario potra anche non essere piu lecito, conforme allo stesso
criterio d’approssimazione, attribnire ad ® mnella (7) (dove sia posto
R dP = o A 4P) il significato di rotazione, e concludere quindi che in @’
& contenuta Dintera deformazione: quando la suddetta condizione non sia
sodisfatta le espressioni ¢ e y potranno dunque perdere insieme col significato
specifico sopra trovato anche quello pilt generico di componenti della de-
formazione pura, e potranno divenire cosl inaccettabili certi risultati della
teoria che sara sviluppata sul fondamento di quest’ultimo signifieato.

Ora il easo che la rotazione acquisti valori maggiori di quelli della
deformazione ¢ da considerare tutt’altro che eccezionale, verificandosi ap-
punto per quei corpi gia indicati genericamente al paragrafo 5 come lastre
e travi, oggetto delle pilt usuali applicazioni. La ragione sta nel fatto che
si sommano lnungo cammini dell’ordine di grandezza della dimensione mas-
sima del corpo le differenze tra le rotazioni medie di tronchi contigui del-
VYordine delle dimensioni minime ; le quali differenze, occorrenti a mante-
nere il eontatto dei tronchi deformati, sono in generale dell’ordine stesso
della deformazione. Cio risultera in forma piu precisa dall’espressione
della rotazione come integrale di combinazioni
lineari di derivate della deformazione (§ 12);
ma potra servire intanto di chiarimento un sem-
plice esempio. (8i ricordi anche la nota (*%).) Nel
caso della mensola sollecitata da wuna coppia
allestremo (fig. 25) la deformazione, consistente essenzialmente in una
dilatazione positiva delle fibre da una parte (inferiore) e negativa
delle fibre dall’ altra parte del piano passante per 1’ asse e paral-
lelo al momento della coppia, si mantiene costante per ogni sezione,
mentre la rotazione risulta proporzionale alla distanza dalla sezione di
incastro. Da una certa sezione in poi, quando la mensola di determinata
sezione sia sufficientemente prolungata, la condizione sopra ricordata non
sard pit sodistatta, e non saranno pitl accettabili le ordinarie espressioni
della deformazione e della rotazione (*°): come conseguenza risulterd un
errore non trascurabile nella valutazione dello spostamento (*!).

(*?) Quando le espressioni & & p non siano tatte del medesimo ordine di grandezza,
potra bastare che il quadrato di o sia trascurabile rispetto a quelle d’ordine maggiore,
anche se possa risultare notevole Verrore nell’espressions delle altre.

(#") Sintende che tali espressioni resteranno accettabili per ogni tronco della mensola
non troppo lungoe, quando per ciascuno di essi tronchi si consideri agginnta allo spustamento
una rotazione rigida, contraria per esempio a quella della sezione di mezzo del tronco me-
desimo (e quindi anche quando ciascun tronco sia riferito ad un diverso sistema di assi).

(#1) 8i & considerata la mensola sollecitata dalla coppia per tener distinto Veffetto
di cui trattasi da quello della variata confignrazione del corpo, che ovviamente in tal
caso ® nullo; mentre per altre sollecitazioni pud essere invece prevalente, come risulta
da gquanto &'® osservato al paragrafo 5 (compresa sempre anche la nota (8)).
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8. Ogni tensore simmetrico & riducibile a forma canonica, vale a dire
a una forma nella quale siano diverse da zero soltanto le componenti
della diagonale principale. Si consideri infatti il tensore simmetrico T, e
8i ponga la condizione ‘Ci#’ = ki’ esprimente che Dlapplicazione di esso al
versore 4’ trasformi quest’ultimo in un vettore della stessa direzione. Dette
%z, &y, &, 1€ componenti di ¢ (ciod rispettivamente ¢’ >< 4, ¢’ >< j, i’ >< k),
ed esprimendo quindi tale condizione nella forma

tay O~ tyy oy bow 2 =k oy

tmz ax + ryz ay —'_ tz;_v az — I\‘ az s

si ottiene il sistema omogeneo

(faz — E) ot -ty oty 4 Lo otz = 0
tew O~ (fyy — K)oty + oy 2, = 0 (8)

tmz ax + tyz Oty + (tzz - ]\') aZ == ()

nelle incognite o, e, , a,. Affinche esso ammetta una soluzione diversa da
quella triviale & necessario e sufficiente che sia

— I

j tea tyx e
|t
¢

v
W by — & ty =0, (9)

i

x
2 t,uz t.;

dove per ipotesi oy == lyay tyz = tzyy Lo = %o ¢ equazione di terzo grado nel-
Pincognita k, nota come equazioni secolare, che si dimostra ammettere
sempre tre radici reali. Queste sono dunque, conforme al significato della
condizione posta, i valori della dilatazione nelle direzioni dei vettori che
Poperatore C non fa rotare: tali direzioni sono definite, per ciascuno dei
valori medesimi, dal sistema omogeneo (8). Per vedere che esse sono a due
a due ortogonali, si osservi che per la simmetria di T si ha Tw >< v =
= ‘Cv >< 1, essendo « e ¥ vettori arbitrari (2). Applicando tale relazione
al versori ¢j,4; corrispondenti alle radici k, , k, dell’equazione secolare, si

(#3) Tale relaziome & verificata per la stessa definizione di simnmetria a riguardo
dei versori fondamentali 4, §, k. Si ottiene ¢quindi immediatamente Cu >< i = Ti > u per
% vettore arbitrario (basta esprimerlo per i versori fondamentali); e per essere i (i di-
rezione generica (si ricordi l'osservazione della nota (3%)), la relazione medesima & cosl
dimostrata in generale.
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ha % €1 >< 5 = ks 43 >< %1, onde 4; > 4, = 0 purche sia &, == k, . Nel caso
di una radice doppia k, = k, restano invariate tutte le direzioni del piano
normale alla direzione corrispondente alla terza radice; fra le quali po-
tranno scegliersi ad arbitrio due direzioni ortogonali (*3).

I tre assi secondo le direzioni ora definite sono detti assi prinecipali
del tensore simmetrico C. Gli assi principali del tensore )’ si dicono an-
che assit principali della deformazione; e le rispettive dilatazioni, radici
€1, & , & della equazione (nell’incognita &)

1 1
Eyx — & “)”“ }’my ? ?’mz

1 1
o Ve &y & 5 Ve | =0,
1 1

o Yex > P2y &, — &

si dicono dilatazioni principali. 11 tensore ()’ riferito al sistema di assi
cartesiani secondo le direzioni principali assume la forma canonica

&, 0 0
D=10 & 0]-
0 0 &g

Si consideri la forma quadratica, associata a 07,

g g, y* - 6. 2% - Yoy XY —+ Vyr Y2 = V2 22 (10)

osservando che riguardate le variabili x, y,2 come componenti di un vet-
tore generico w, essa rappresenta il prodotto scalare 0w >< u. Per un
versore 1 di componenti oy, iy , %, (coseni direttori), ricordando che per
definizione D' >< n = ¢, , risulta

R 2 2 2
En - s:c anm Ey a’fny + &‘z anz + ymy O‘nﬂ: any + ;’yz aﬂy anz —l_ 2’z,:l: ac'nz anx

(43) Cid pud dimostrarsi osservando che per tale valore di k la caratteristica della
matrice del sistema (8) diventa 1. Ma si pud anche considerare il caso delle due radici
coincidenti come caso limite di quello delle radici distinte: le direzioni ad esse corri-
spondenti, sempre ortogonali, resteranno tali anche al limite; e valendo allora le (8)
con uno stesso valore di k per dune distinte direzioni, varranno ovviamente per ogni
direzione del piano di esse. Nel caso della radice tripla (e¢he puno riguardarsi a sua
volta come caso limite del precedente) sard Ci = ku per qualunque vettore .
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(come poteva aversi anche dalla formula di trasformazione della nota
(®%))- Se il vettore generico % di modulo w ha la direzione del versore n,
quindi le componenti * = w o,y , ¥ = % &ty , 2 = U @, Si ha cosl

G ® ey Y b e 2y Y F y v i = D0 =1ule,.

E quando in particolare sia @ = P — (), essendo O lorigine degli assi
(ciod un punto fisso arbitrario) e P un punto generico, ossia quando le
variabili «, y, z della forma quadratica siano le coordinate del punto P,
la forma medesima rappresentera il prodotto OP? g, essendo ¢ la dilata-
zione nella direzione generica OP (*!). Se allora si pone equazione

£ 0% 4 &y U7+ 2% -y BY A+ 7y Y2 Ay 2w = 1 (11)

— — k
(dove sia k una lunghezza arbitraria), risulta OP2=-k?, ossia OP = F
—+ &

Il segno in evidenza nel radicando dovri essere ovviamente quello stesso
di e.

Si conclude che la lunghezza del raggio vettore avente origine in ¢
¢ termine nel punto generico P di una delle quadriche rappresentate
dall’equazione (11) & inversamente proporzionale alla radice quadrata del
modulo della dilatazione nella direzione del raggio stesso. Tali quadriche
danno cosi una rappresentazione della variabilita della dilatazione secondo
le diverse direzioni nel punto del corpo cui si riferisce il tensore Q. La
dilatazione sara positiva o negativa secondo che P appartenga alla super-
ficie corrispondente al segno -- o al segno — del secondo membro della
(11). Si ricordi che questa rappresenta due iperboloidi, nno ad una falda
e uno a due falde, oppure un ellissoide reale
ed uno immaginario (il quale ultimo ovviamente
non ha significato in queste considerazioni);
e s8i osservi che gli assi principali di esse
quadriche (riferita ai quali la (11) assume la
forma canonica) sono i medesimi assi princi-
pali della deformazione. Considerando da pri-
ma il caso dei due iperboloidi (fig. 26), e po-
nendo che Viperboloide a due falde, rappre-
sentato nella figura dalViperbole (a), corrisponda alle dilatazioni positive
(cioé al segno - della (11)), al minore OP dei raggi vettori dell’iperbo-
loide medesimo corrispondera la dilatazione massima, e al minore dei

(#*) Tale forma rappresenta dungue una funzione del punto P indipendente dal
sistema di riferimento (al variare del quale variano i coefficienti della forma, che sono
le componenti del tensore 9, e le coordinate del punto).
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raggi vettori dell’altro iperboloide {avente due assi reali) la dilatazione
minima ; mentre la terza delle dilatazioni prinecipali, intermedia fra le
due, sara negativa. Nel caso invece che Viperboloide a due falde corri-
sponda alle dilatazioni negative, si avranno due dilatazioni principali
positive ed una negativa: quest’ultima sard pertanto la minima, ed una
delle altre due sard la massima. Quando le due quadriche si riducano
al solo ellissoide reale tutt’e tre le dilatazioni principali saranno dello
stesso segno, che sara lo stesso di ogni altra dilatazione, e due di esse
saranno la massima e la minima fra tutte.

Il cono asintotico comune alle due quadriche, reale nel caso degl’iper-
boloidi, la cui equazione & la stessa (11) col secondo membro nullo, sepa-
ra le due regioni in ciascuna delle quali la dilatazione &i mantiene di un
medesimo segno : nelle direzioni delle generatrici di esso la dilatazione &
nulla, come risulta anche dall’essere infiniti i rispettivi raggi vettori.

9. Un concetto di particolare importanza & quello della dilatazione
cubica (). Si definisce come tale, in un dato punto e per un’assegnata
deformazione, il rapporto fra I'incremento del volume di un elemento in-

finitesimo nell’intorno del punto e il volume dell’elemento medesimo in-
AV —dVv

av
dell’elemento avanti e dopo la deformazione. Indicate con z, y, @ le coor-

deformato : & = , essendo dV e dV’ rispettivamente i volumi

dinate cartesiane del punto generico nella configurazione indeformata, e
con ', y’, 2" le coordinate rispetto allo stesso sistema di assi dello stesso
punto del corpo nello stato deformato (%), si effettni in questo secondo
stato un eamdbiamento di variabili attribuendo al punto medesimo ancora
le coordinate (non pitt cartesiane) z, y, 2. ¥ noto dall’analisi che il volume
AV’ dell’elemento si esprime per queste nuove variabili nella forma
AV’ — D (', 9, 2") D',y 2)
D ('7“" Y, z) D (:L‘, Y, z) ,
o jacobiano, delle funzioni 2/, y’, 2’ rispetto alle variabili x,y, 2z (*"): ri-
sulta cosl

dV, essendo il determinante funzionale,

o _ Dz y’,2")
D (e, 9, 2)

-2

(45) Si tralascia la considerazione della dilatazione saperficiale, che & di minor
interesse.

(‘6) ¥intende il punte distinto materialmente dagli altri punti del corpo.

(#7) Lo jacobiano & stato posto in valore assoluto per generalitd. (8i ricordi anche
che il cambiamento di variabili & da operare sotto la condizione che esso si mantenga
di uno stesso segno, che ® condizione necessaria per la biunivocitd della corrisponden-
za ) In effetto dallo stesso significato di tale valore assolute come rapporto degli ele-
menti di volume d}' e dF si deduce che nel caso di cul trattasi esso jacobiano & sempre
positivo in ogni punto, anche per spostamenti finifi, atfeso che questi debbono avvenire
gradunalmente senza che il volume dell’elemento venga mai ad annullarsi.
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ed essendo " =+ & ¥ =yt " =z247¢,

by + 6 a3 &
T &y 5=
3 X 61
A= R R/ R

1 o cif Z !
i

¢l ¢l { 6C
o
i o cl o<

che ¢ DPespressione esatta, valida cio® per spostamenti finiti. Nel caso degli
spostamenti infinitesimi, trascurando mello sviluppo del determinante i ter-
mini di 2° e di 3° ordine resta semplicemente

O = ¢, &y -t E: (48)' (] 2)
Tale espressione ¢ indipendente, come naturalmente doveva risultare, dalla
scelta degli assi: si tratta infatti delPinvariante lineare del tensore )’
o della forma quadratica ad esso associata.

10. Si presenta ora ovviamente il problema della determinazione dello
spostamento da cui derivi una deformazione assegnata in un dato spazio
(ciod in ogni punto di esso): alla discussione del guale si stima opportu-
no premettere i seguenti brevi richiami d’analisi.

Ordine di connessione di un ecampo.

Un campo connesso, cioé tale che due punti presi in esso ad arbi-
trio possano riunirsi mediante una linea continua tutta in esso contenuta,
dicesi aciclico, o a connessione semplice, quando ogni sua linea chiusa pud
ridursi per deformazione continua, sempre senza uscire dal campo stesso,
ad un punto; dicesi ciclico, 0 a connessione multipla, nel caso contrario.
Si diranno di una stessa specie due linee chiuse di un campo che per
deformazione continua possano ridursi Puna all’altra: in particolare ap-
parterranno ad una stessa specie tutte le linee chiuse di un campo ridu-
cibili a un punto.

Per deformazione continua ogni linea chiusa di un dato campo spa-
ziale potra trasferirsi sul contorno di esso, costituito da una o da pil su-
perficie chiuse; nel qual ultimo caso vi saranno linee del campo trasferi-
bili interamente su una di tali superficie, e altre che potranno scindersi

(**) Basta ammettere anche qui la condizione gis dichiarata al paragrafo 7, ri-
cordando che sara allora infinitesimo @’ ordine superiore rispetto a ciascuna delle derivate
delle componenti di spostamento anche il prodotto di due di esse quali si vogliano.
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in due o piu trasferibili su superficie diverse(*). Su ciascuna di queste
una linea che abbia punti doppi potra poi scindersi in piit linee semplici,
cioe prive di punti doppi. Ognuna di queste ultime che divida la super-
ficie in due parti sara riducibile sulla superficie medesima ad un punto,
e cosl sarda evidentemente riducibile a un punto la linea del campo spa-
ziale da cui essa provenga; ma si avverta che potra invece provenire da
una linea di tale campo riducibile a un punto anche una linea che non
divida la superficie in due parti, quindi non riducibile invece ad un punto
sulla superficie medesima. Una linea siffatta appartenente per esempio al
campo esterno ad una superficie torica potra trasferirsi su un parallelo di
questa, che & su tale superficie una linea non riducibile a un punto.

Su ogni superficie chiusa si avra un numero massimo di linee chiuse
senza punti doppi, che insieme non la dividano almeno in due parti. Ogni
sistema di linee in numero unguale a tale massimo, che lasci la superficie
indivisa, potra riguardarsi in essa come sistema fondamentale; gid che
ogni altra linea non riducentesi a un punto, ¢ sempre senza punti dop-
pi, costituendo insieme con alcune di quelle (da una a
tutte) il contorno di ciascuna delle due parti in cui dalle
linee medesime deve per ipotesi restar divisa la super-
ficie, potra ridursi per deformazione continua all’insieme
delle altre (*°). (Nella fig. 27, rappresentante un doppio
anello, & mostrato come possa deformarsi la linea (1) per
ridursi all’insieme delle (2) e {3). Anche ogni linea con
punti doppi potra ridursi mediante la decomposizione in linee
semplici alle stesse linee fondamentali, colla differenza
che ciascuna di queste potra esser contata piu volte,

Risulta cosi che ogni linea chinsa del campo spaziale, non riduecibile
a un punto, & riducibile all’insieme delle linee fondamentali delle super-
ficie costituenti il contorno del campo medesimo, tolte quelle che nello
spazio divengano riducibili a an punto come nell’esempio sopra indicato,
contata ciaseuna un certo numero di volte (ovviamente compreso lo zero).
Poiche d’altra parte nessuna di tali linee sara riducibile in esso campo
all’insieme delle altre (°!), potranno riguardarsi le linee medesime come linee

(19) La scissione avverrd ovviamente, per deformazione continua, dopo che siano
stati portati a coineidere due distinti punti della linea cousiderata.

(59) B chiaro che tale deformazione potra avvenire tanto sull’'una guanto sull’altra
delle dne parti della superticie, e che la linea con le sne snccessive deformate verri a
ricoprire interamente la parte medesima.

(31) Si avrebbe infatti una superficie, ciod quella ricoperta dalla linea considerata
colle sue successive deformate nel ridursi all’insieme delle altre, contennta nel campo e
delimitata da linee appartenenti al contorno di esso; la qnale potrebbe per deforma-
zione continua, mantenendosi invariate le linee medesime, sovrapporsi allo stesso con-
torno, e cost la considerata riduzione dovreblb’essere possibile anche in quest’ultimo.
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fondamentali del campo. Il loro numero aumentato di 1 si dira Vordine di
connessione di questo ; ed essendo ¢ tale nnumero, si dira anche che il campo
¢ ¢ volte connesso. Puod anche dirsi che ¢ & il numero delle specie di linee
chiuse indipendenti del campo medesimo, compresa la linea riducibile a
un punto.

Per esempio il campo racchiuso da una superficie torica & due volte
counesso, poiché ogni linea non riducibile a un punto potrd ridursi a un
cerchio concentrico ad uno dei paralleli, contato una o pit volte; e a con-
nessione doppia e pure il campo esterno alla superficie medesima, illimitato
o limitato per esempio da una superficie sferica, nel quale ogni linea non
ridueibile a un punto puo ridursi invece ad un cerchio concentrico a una
Inezza sezione meridiana, contato una o pin volte. (Nel primo caso Ia
mezza Sezione meridiana ¢ invece riducibile a un punto, come nel secon-
do caso il parallelo.) Due volte connesso & anche il campo illimitato ester-
no a un cilindro (e questo pud considerarsi come caso limite del preceden-
te), o quello esterno al cilindro e interno a una sfera che da esso sia
attraversata, intendendosi che a tali superficie possano sostituirsene altre
che ad esse siano riducibili: si ha cosi un contorno costituito da un’unica
superficie. Un campo a conmessione tripla & I’anello doppio (fig. 27), come
il campo a questo esterno, o esterno a due anelli, racchinso o no da una
superficie riducibile ad una sfera; e cosl il campo racchiuso da una su-
perficie siffatta, dal quale siano esclusi due cilindri, o due tubi che attra-
versino quest’ultima (campo limitato da un’unica superficie); e cosi via.

Se si considera un taglio eseguito secondo una superficie (a due fac-
ce) che abbia per contorne una o pilt linee chiuse appartenenti al contor-
no del campo, il campo medesimo potra restare diviso in due parti, non
esistendo in esso dopo il taglio alcuna linea che congiunga un punto
appartenente ad una faccia di tale superficie con un punto appartenente
allaltra faccia, Il campo resterd invece ancora connesso quando esista
una linea siffatta, ed esista pertanto nel campo non tagliato una linea
chiusa attraversante la superficie suddetta in un solo punto (e con un sol
ramo); la quale linea restera dal taglio interrotta, ¢ con essa ogni linea
della medesima specie (poich® per deformazione continua il punto d’attra-
versamente non potrebbe evidentemente uscire dalla superficie senza uscire
dal campo). Siccome poi ogni linea chiusa attraversante la superficie una
sola volta potra ridursi all’insieme di una fissa e di una non attraversante
la superficie medesima, si conclude che il taglio interrompe una sola linea
fondamentale, diminuendo cosi di 1 Pordine di connessione del campo.
Quindi risulta che tale ordine & anche il numero dei tagli occorrenti a
dividere il campo in due parti semplicemente connesse. Poiche infatti tra
essi tagli non pud evidentemente esservene pitt d’uno che da solo divida
il campo, basta osservare che senza questo eventuale taglio il campo dovra
trovarsi ridotto acielico (perche costituito di due parti acicliche), e che a
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tal effetto occorrono ¢ — 1 tagli. Risulta infine che considerato il campo
diviso in due parti da un solo taglio, e detti 4,, 4, gli ordini di connes-
sione di esse, si ha la relazione i, 4 i, = -+ 1.

Lemma di Gauss (o di Green).

Considerando per semplicitd d’esposizione il caso del piano, sia
S (%, y) una funzione finita e continua in ogni punto di un campo 3 co-

munque connesso, ed ammettente la derivata f;—f; integrabile rispetto ad «

nel campo medesimo. Si vuol dimostrare la relazione

o
f Saa = f 7 o ds, (13)
(e}

(2}
0 x, 5 x essendo ¢ il contorno di X, costituito di una o
T “n . . . . .
; pit linee chiuse, ed a«, il coseno direttore ri-
L i b
{ spetto all’asse o della normale esterna al con-

torno medesimo.

- Posto da prima che ¢ sia costitnito di una
sola linea (senza punti doppi), che sia incon-
Yo [ trata da ogni parallela all’asse x in due soli

Fig. 28 punti, si ha ovviamente (fig. 28)

' Yy 12(:'/‘1‘ Yp
[ o qa — f ay f 8 g = j (F s (4), 91 — 7 [, (), 9] dy ;
o ox
JO -'10

) ¥, T

14¢

(

onde la (13) per essere dy=ds cosl{e}\ (°%), dove sia t la direzione della
tangente ottenuta da quella della normale esterna mediante rotazione di

7T
2

in senso orario, cio¢ la stessa che porta dalla direzione x alla

o : basta infatti osservare che cos t/mj = 08 7@, ¢ che langolo n/.; ¢ acuto
nei punti 2 che sono punti d’uscita dclla retta parallela ad x, ottuso nei
punti 1 che sono punti d’entrata; percio 0
in 2 edy=uwo,ds, in 1 & dy=—a,ds.

Quando il contorno del campo X non
sodisfaccia alle condizioni poste, ¢i si ri-
condurra al c¢aso considerato decomponendo
il campo medesimo in parti per mezzo di
parallele ad x tangenti al contorno, come
mostra la fig. 29 nel caso di un campo

Fig. 29

(3%) 8i osservi che ds ¢ dy sono da considerare essenzialmente positivi,
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aciclico e nel caso di un campo ciclico (8): basta evidentem ente sommare
le relazioni (13) scritte per le singole parti, per ottenere la relazione
medesima riferita all’intero campo 2. Nel caso del corpo ciclico essendo
costituito il contorno di pin linee chiuse, il secondo membro della (13)
s'intende esteso all’insieme di esse.

Se la f avesse una linea di discontinuitd, mnon sarebbe pin

E7]

/%Zd r=f(xy, ) — f(x,,y), percid la (13) non sarebbe pit valida.
zi\lTon toglierebbe invece la validitd della relazione medesima un punto iso-
lato di discontinuita della f, poiché basterebbe escludere dal campo un
intorno infinitesimo del punto stesso, e lintegrale curvilineo esteso al
contorno di questo ultimo sarebbe ovviamente infinitesimo, eccettnato il
caso che il punto considerato fosse un punto @’infinito. In quest’ultimo
caso la differenza dei due membri della (13) assumerebbe un valore in
generale diverso da zero. (Si avverta che il punto d’infinito toglie I’mte-

grabilita della (2—;; lango la parallela ad @ per il punto stesso.)

Nello spazio il lemma di Gauss assume la forma

/ﬂdV:/]’ax A, (13°)
8) (&)

essendo X il contorno dello spazio S. La dimostrazione & del tutto ana-
loga alla precedente.

Integrabilita della formae differenziale lineare P (2, v)dx + Q (z, y) dy.

Si vuol dimostrare che condizione necessaria e sufficiente per tale
integrabilita, quando P e ¢ siano funzioni finite e continue in ogni
punto di un campo semplicemente connesso, ammettenti le derivate
éP 00
oy’
che sia identicamente

N

ico del campo medesimo (54), @

6P _ 39
oy ox

(33) L/ordine di connessione di un campo piano si detinisce in modo del tutto ana-
logo a quello di nn campo spaziale. Si vede subito che l'ordine di connessione di un
campo piano (finito) delimitato da un certo numero di linee chiuse senza punti doppi
¢ pari al numero stesso.

(*%) Dicendo nel punto generico s’intende qui (e cosi s’intenderd appresso nell’e-
sprimere analoghe condizioni) che possa essere oscluso nel caso del campo superficiale
un nomere finito di punti isolati o di linee, nel caso del campo spaziale anche un nu-
mero finito di superficie,



