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e dall’analoga riguardante |[ u, o dA risulta
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Siccome poi & ovviamente
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Dalle espressioni trovate di d® e §U risulta, ricordando il lemma
fondamentale del ecalcolo delle variazioni (in senso pili esteso che al pa-
ragrafo 28, osservando cioé che dev’essere identicamente nulla anche la

: Lo . . 8,0¢
funzione che moltiplica Darbitraria derivata normale —é 2),
n
ni necessarie e sufficienti per l'uguaglianza delle due variazioni prime

sono le seguenti :

che condizio-

Gh3  m Spy  Buy

Rl 2F -
6 m—lA CO _p—l_ ox 83/’ (6()
Gh3 m 8% ¢,
T(m"%——azé‘)—*“t
(677)
GUY( m8dLy | d 8L\ _ . du
6 \m—1 on | ds emot) T HMT e

1’equazione differenziale (67) si dira equazione di Lagrange (nome che
si da comunemente alla relazione medesima col secondo membro costituito
dal solo termine p). Le (67’) sono le condizioni naturali al contorno ac-
cennate alla nota (*°7), che insieme con equazione differenziale determi-
nano la soluzione in funzione degli assegnati secondi membri. Che eftet-
tivamente tale soluzione resti cosi univocamente determinata, ciod che
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resti determinata la funzione {, a meno di un termine lineare, & confer-
mato dall’osservazione che la differenza tra due funzioni sodisfacenti alle
stesse (67) e (67”) & una (, sodisfacente allequazione medesima e alle
medesime condizioni al contorno, rese 'una e le altre omogenee: risul-
tando evidentemente nulla Ia corrispondente 6, risultera anche @ = 0.

Ma essendo @ = f pdV, e ¢ una forma quadratica definita delle derivate
&)

seconde di £, é(chiaro che ponendo 6, =¢{, (con & numero costante
infinitesimo) si ha 0® = 2:¢®; dunque dovrd risultare nullo per la {,
considerata lo stesso potenziale elastico @, quindi nullo identicamente ¢,
e tali tutte le derivate seconde della {, medesima (*72).

64. Pud osservarsi subito che la coppia g’ di componenti u, u, in-
terviene solo col suo rotazionale e colla componente normale al contorno
(rispettivamente nell’equazione indefinita e nella seconda delle annesse
condizioni), e che quando quest’ultima sia nulla Peffetto di tale coppia
si dimostra pari a quello di un carico p uguale al rotazionale di essa.
Naturalmente questa equivalenza & da intendere nello stess’ordine di
approssimazione secondo il quale & accettabile nell’luno e nell’altro pro-
blema espressione dello spostamento nella forma fissata da prineipio. In
tale proposito & da avvertire per altro che alle stesse equazioni (67), (677)
si giunge, con le approssimazioni successivamente introdotte, movendo da
un’espressione dello spostamento alquanto pilt generale che si ottiene con
Paggiunta di un termine alla componente {, ponendo cioé in luogo della
prima delle (64)

V|
="y (2, y) + 2—(;71,—%%—1——)(52 — ¢ h?),

dove sia ¢ una costante numerica indeterminata. Risultano infatti analo-
gamente modificate le sole espressioni di y.,, y,., trascurate nella valu-
tazione di 4@ (*%); mentre nella valutazione di 6U sard da tenere ancora

(*7%) 81 avverta che per una variazione dello spostamento in forma di moto rigido
& nulla la variazione di ogni fuuzione delle sole componenti della deformazione; e nulla
risulta infatti per una tale variazione dello spostamento la variazione della considerata
espressione di @, benche essa non sia che un’espressione approssimata del potenziale
elastico per lo spostamento del Hipe prefissato (mancando i termini dovuti alle y S
Yyz) Dovra allora essere anche 69 = 0; onde si conclude ovviamente che per 'esistenza
della soluzione del problema analifico definito nel modo sopra esposto sono necessarie
le condizioni complessive d’equilibrio delle forze e coppie considerate nell’espressione di 89

]pdA + / r,ds = O’V[W’cdd + [(y“ax - ,utoty) ds = 0, /”1’/({‘4 + /(,utax—l-‘u”uy)ds =0,
() @ 5>} @ &) @

(*73) Non risultando pitt nulli tali scorrimenti per z =0, i segmenti normali alla
lastra non restano pilt normali alla superficie deformata della sezione mediana.
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per ( il solo primo termine (*"!). Sara possibile allora distinguere i due
casi del carico p e della coppia w’ scegliendo per ciascuno un valore di
¢, il quale consenta la miglior possibile concordanza delle forze che effet-
tivamente equilibrano la tensione derivante dallo spostamento trovato con
i dati dei rispettivi problemi. A tal fine si comincera con I’esprimere le
componenti della tensione medesima ricavandoli ovviamente dalle (65),
posto nelle due ultime 22 — ¢ A? in luogo di 22. Si ottiene

2 2
ox_—__za(ﬁfiﬁoﬁ.p’%)z, oyz—uzG(?A:Ol-}-aC")z, 0,=0;

m—1 " gx? n— oy? ’
% ¢, G o4&, 2
Ty = — 2 Gx oy == m —1) 6 (% — e %),
G 64t
vz = 2(m — 1) 63/0 (5% — o) (7).
Risultano cosi dalle equazioni indefinite d’equilibrio le forze di massa
2m—1 84¢, , 2m —1 _ 04¢E, 1 )
X = Y =— Do = GARF(22—ch?)-
X m—~—IG oz m—1 & oy % 2(m-—1)GA Co(#*—eh®);
e 81 ha quindi
R

1 Gh?
7 — e e ) — T A2 .
fldz—(° 12)2(m—1)A Cos

h
2

szdz—i—hrzw(—l_— ")

- (4m +1 c) GR  BAL,
2

12 2(m—1) oo ’

h
Yzdz 4 ke, (i )

(4m +1 ) Gn*  odg,
5 ——— .

12 2(m — 1) gy

R

(*71) La nuova parte che cosl viene a trascararsi (che sarebbe per ogni segmento
parallelo a 2 una traslazione da aggiungere alla () & infatti dello stesso ordine di
grandezza di quella trascurata precedentemente, posto che non sia troppo grande il
numero ¢: si ha dunque cosl anche nella valutazione di §9 la stessa approssimazione
precedente,

(*15) 8i vede da queste espressioni (come gid dalle stesse (64), (65)) che per la
lastra infinitamente sottile con tensioni Opr Oy Tpy finite si ha uno spostamento ¢ infi-

nito come 7 © che le tensioni z, , Ty risultano allora intinitesime di prim’ordine.

Dalla (67) si ha poi che risnlta infinitesimo di second’ordine il carico p.
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Il primo membro della (67) & per ogni valore di ¢ la somma della
prima di queste espressioni con la seconda derivata rispetto ad x e Ia
terza derivata rispetto ad y. Dunque da ogni soluzione £, dell’equazione
medesima, cioé dallo spostamento da essa definito secondo le (64), anche
coll’aggiunta del termine contenente ’arbitraria costante e, si ottiene una
tensione equilibrata da forze di massa e di superficie sodisfacenti a tale
combinazione delle poste condizioni (66); ma non & evidentemente possi-
bile mediante la scelta della ¢ far si che resti invece sodisfatta allo stesso
modo, in generale, ciascuna delle condizioni medesime. Solo quando Vas-
segnata coppia g’ sia nulla, cioé quando si consideri D’azione del solo
4m 4+ 1

12
in tal caso, che & d’altra parte il pitt importante (e il solo comunemente

considerato) la (67) assume cosi il significato di equazione d’equilibrio
alla traslazione secondo la direzione z per ogni cilindro elementare pa-
rallelo all’asse medesimo; mentre restano sodisfatte dallo spostamento
considerato con una {, arbitraria le due condizioni d’equilibrio dello stesso
cilindro elementare alla rotazione, Nel caso invece in cui agisea la sola
coppia u’ si vede che non é possibile render sodisfatte queste due ulti-
me condizioni, ciod ritrovare le due assegnate componenti di tale coppia ;

carico p, & chiaro che si conseguira tale scopo assumendo ¢=—

L . :
ma con ¢ = - si ritrova per la (67) il rot w’, mentre resta sodisfatta

per una £, arbitraria la condizione p = 0 (*%).

Non si dimentichi che la diversa scelta del nnmero ¢ rende diverse
soltanto le componenti di tensione 7, 7,., le quali, come s’¢ osservato in
proposito dei corrispondenti scorrimenti, sono di un ordine di grandezza
inferiore a quello delle componenti o, o, , ,7s (*7). (8’6 anche gid osser-
vato nella nota (*’°) che tale ordine & invece superiore anch’esso a quello
del carico p che produce linflessione.)

(*%) Risulta nullo, come si vede considerando anche la (67", Peffetto di una cop-
Pia p' = grad ¢ agente su una lastra la cui superficie laterale, posta libera, abbia
per direttrice una linea di livello della funzionme ¢ (x,y). (Si avverta che essendo

/gmdep dd = [Qnds, si ha in tal caso | w'd4 =10.)

(O @ (&)

(*" E da osservare che le = 7, . sulle basi non risultano nulle nella soluzione

7’ “yz
rignardante il solo carico p (com’® necessario, non risultando nulle le coppie costituite
dalle X e dalle ¥, che sono indipendenti da ¢, lungo ogni segmento normale alla la-

stra): si ha

h 2m — 1 Yila h Im — 1 hYils
-+ —] = Yh2 0 | = T he 0‘
g (— 2) Bm—1 "5 ryz(i 2) Bom—1 % Sy

; S Lo S R
Quando sia effettivamente X= ¥ =0, & quindi anche T (i %) =1, (—l— —) =0,
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La proiezione sul piano xy del vettore risultante per ogni generatrice
delle tensioni alla superficie laterale risulta ovviamente nulla per essere
Oz y Oy y Toy Proporzionali a z; la componente secondo l’asse z &

h

2
3
tus = f"nz dz = (i ¢ ) Gh 8ACO
_k

12 ") 2(m—1) on -

2

Le componenti del momento risultante sugli assi » e ¢ sono rispettiva-
mente

5]

Gh3 8%
My = — | 1, 2d2 = — =%
fr ‘ 6 onat’
h
T2
A
H 2 3 2
Gh3 ( AL 6% Gh m 0
t f 6 (m—1+an2) 6 (m—lACO 8t2)
h

2
Da quest’ultima espressione risulta che la prima delle condizioni al con-
torno (67’) esprime l'uguaglianza dell’effettiva coppia flettente m,, all’as-
segnata u,. Dalle due precedenti, osservando che

3

2

: _ h\ _(4m+41 G’ oAl
j(XOCm _]_ Yocy) zdz + ht,, (i?) - (T - c) Z(m— 1) ano

h

2

cousiderande ugualmente valide le espressioni di Ops Oy s Tpy si potranno ricavare T, ©
z,, rispettivamente dalla prima e dalla seconda equazione d’equilibrio, ottenendo

_om o4y h? m L0dle f Y
=1 ¢ o \° —T)’ e 1 ¢ oy (z -_T)'

resterd sodisfatta anche la terza delle equazioni medesime quando sia posto

|

|

—_— — —-H’uw m %

| Z = GA L, [— — 22).

i Mo m—1 ¢4 % ( r ° )

i 7‘,,41

}  bh La tensione cosi definita sari equilibrata in tal caso
! . i con I'zssegnata forza di massa; ma @ chiaro che non
i

i

sard pill congruente. La fig. 76 mette a confronto la
T, 012 7,, €081 ricavate (nulle alle basi) con quella
Fig. 76 derivante dallo spostamento sopra detinito (col suddetto
valore di c).
Analoghe considerazioni potrebbero farsi nel caso della coppia g’

4



PROBLEMI RIGUARDANTI LA LASTRA PIANA 205

(come si ha dalle analoghe espressioni delle componenti dello stesso mo-
mento secondo gli assi # ed y, poco sopra trovate), risulta che il primo
membro della seconda delle medesime (67°) & effettivamente la somma dei
valori che assumono nella soluzione trovata le quantita che compaiono al
secondo membro coi valori per esse rispettivamente assegnati ; ma tali
valori non potranno invece ritrovarsi separatamente dalla soluzione mede-
sima, per nessuna scelta del numero ¢. Nel caso che sia nullo il valore
assegnato di u; al contorno converrd assumere come precedentemente

4m 4+ 1

S T affinche tale condizione resti sodisfatta per una ¢, arbitraria,

C o N d
e 81 ritrovi cosl Vassegnata combinazione r, — il

ds
. . d R . .
I’equivalenza di una », con una E’Lf—“ puo splegarsi, come & stato
8

suggerito da Thomson e Tait, mediante una particolare applicazione del
principio di Saint-Venant in forma analoga a quella gid considerata (%78).

La flessione prodotta da sole coppie alla superficie laterale (p = 0,
Mz = py = 0, 7, = 0) & ovviamente caratterizzata dall’essere la funzwne

Lo blarmomca,. Considerata in particolare wna {, a laplaciano costante, che
potra sempre porsi nella forma

Cc):_‘m—u;ﬂ}k(wz 2)+m+1"("77y)’

(*B) Alla ecoppia agente sulla. striscia generica i® della superficie laterale si sosti-
tniscono due forze d’intensitd ,u, , media delle g, sulla striscia medesima, agenti in
senso opposto secondo le generatrici estreme di essa (fig. 77): eseguita tale sostituzione
per ogni striscia, risulta agente secondo la generatrice di sepa-
razione delle strisce i o (i + 1)¢ la forza AP _ 4041 A

limite, facendo tendere a zero la larghezza di ogni striscia, si

du,,
ottiene la forza ripartita — (8i avverta la differenza tra
8

questa applicaziene del principio di Saint-Venant e quella pre-
cedente, per la quale &' intendevano assegnate solo forze e
coppie risultanti su ogni generatrice: questa volta non si ha la
equivalenza delle forze per ogni striscia infinitesima, ma solo
per ciascuna delle strisce infinitesime considerate, e non per le strisce delimitate per
esempio dalle mediane di quelle.)
Analogamente si potrebbe spiegare anche I'equivalenza, risultante dalla (67), di
Oky  Omy .
un carico p con un’uguale differenza 3-;—-07’ ricorrendo a2 un postulato in certo
modo analogo 2 quello di Saint-Venant, riguardante sostituzioni di forze che conservino
Vequilibrio di cilindri elementari paralleli a z, anche se estese a tutta la lastra.
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essendo & una costante e » una funzione armonica, pud riscontrarsi fa-
cilmente che risultano dalle (677) le stesse coppie u, e u, della flessione
uniforme, soluzione del problema di Clebsch con X, = 0 (%), Si tratta
dunque in questo caso di una soluzione esattamente equilibrata con tali
coppie.

Si avra il vincolo rigido completo alla superficie laterale della lastra

. - . : . 0 s :
quando siano assegnati i valori al contorno di £, e di b—": poiché infatti
n

dai primi si otfengono quelli di %%9 , resterd cost definito in ogni punto

della superficie medesima lo spostamento del tipo fissato. Tali condizioni
saranno allora da considerare con l’equazione (67) invece delle condizioni
naturali (67’). Procedendo col metodo dei moltiplicatori di Lagrange si ot-
terrebbero invece le stesse (677) con la incognita funzione 4, , moltiplica-
. - . d
tore riguardante la condizione dell’assegnata {,, al posto di r,— u} — —;?” ,
e Pincognita 4,, moltiplicatore riguardante la condizione dell’assegnata

Qﬁ’, al posto di — u,. Espressa la [, (v, ¥) per mezzo di tali funzioni

on
Ay, Ay, vale a dire risolto il problema come se queste ultime fossero asse-

gnate, le condizioni medesime servirebbero infine per la determinazione
di esse.

65. Una trattazione dello stesso problema quando sia posto = pn=0,
cio¢ il problema della flessione dovuta al carico p, alla forza r, e alle
coppie u;, uy, la quale consente di porre a priori punto per punto le con-

i h
dizioni X = Y = 0 e le 14 (i ?b) =Ty, (i —-2—) = 0 (forze tangenziali
nulle alle basi), e di sodisfare inoltre separatamente alle condizioni delle
assegnate u, ed v°, & stata data recentemente da E. Reissner mediante
Papplicazione del teorema di Menabrea.
Si assuma questa volta un particolare tipo di tensione sodisfacente

(*™) Per quanto riguarda la coppia torcente & da avvertire che dalla seconda delle

ey, q p2a"
(67') resta determinata solo la derivata E}L:E g—’%;ma delle u,, aventi tale derivata
%y L *yu ;
la p, = —=— & la sola che insieme colla g, =—=-%_ renda sodisfatta la seconda delle
7 on dt t Dt

condizioni indicate nella nota (%), (La prima sarebbe sodisfatta anche con I'aggiunta
di una costante, essendo /tds:().)

©
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alle condizioni o, = 0, = 17, = 0, ponendo

=T @) = vy =0, ) (68)
dove siano ¢, v, ¥ tre funzioni indeterminate, continue insieme colle de-
rivate prime e seconde in ogni punto della sezione della lastra. Per le
sopra ricordate condizioni riguardanti le forze di massa e le forze tan-
genziali alle basi si avrd allora dalle due prime equazioni indefinite
d’equilibrio

1 2* 1 2%
Typ == (? T ) ey 7= (? e ) h&,, (69)

dove
op | oY dy | ad
Q == — _— Q — Y Y
T 0 Uoay T by o (70)
Le componenti 7., 1,, variano dunque con z parabolicamente (come nella
soluzione di Kirchhoff), per essere stata ammessa la

61(-11/1}

variazione lineare di o,, 0y, 7y . | f
Posto ora (fig. 78) " P
10 L
n P
B | 1 : b
h I . ‘ i

Pz, y) = Zdz-}—«:rZT—oz-—z (71) } :

L z 6,2

)
Fig. 78

(espressione del carico per unitd di area, non ammet-
tendosi qui la 6, = 0), si osservi che integrando 1a
terza equazione d’equilibrio Tungo il segmento generico normale alla

lastra si ottiene
f(@tw .%yz) dz 4+ p=10;

2

ossia, per la (69),

(62, 68,
“__12(3m+ay) (72)
Si ponga infine
0. = p f(2), (73)

ammettendo la proporzionalitd della ¢, nei punti di una stessa sezione
al rispettivo carico p, nonchd la variazione di essa lungo ogni segmento
normale alla lastra secondo una medesima legge, che si riguardera come
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assegnata. Cosi per la (72) anche D'ultima componente della tensione resta
espressa per mezzo delle tre funzioni ¢, v, ¥ di = ed y, che saranno
quindi le incognite del problema variazionale. La tensione per tal modo
definita sodisfa identicamente, cio® per qualunque determinazione di tali
funzioni, alle due prime condizioni d’equilibrio con forze di massa X, ¥
nulle : si porra invece come condizione del problema variazionale la (72)
con un carico p(r, y) assegnato, condizione complessiva d’equilibrio per
ogni cilindro elementare parallelo a 2. Si avverta che restando determi-
nata la o, dalla posizione (73) (dunque indipendentemente dalla soluzione
del problema) sara data anche, per la (71), la ripartizione del carico p tra
le forze di superficie alle basi, o, (;—L) e — g, (— ZTL), e lintegrale delle
h

2
forze di massa f Z dz (*8Y).

h

2

(?80) So alla f si aggiunge una costante, ciascuna di tali due parti di p resta in-
variata, variando solo la suddivisione della prima tra Yuna e l'altra base della lastra.
Affinche resti sodisfatta la terza condizione d’equilibrie punte per punto si ri-

chiede, assegnata la f (o anche solo la ;—J;) una particolare variazione di Z: risulta in-
fatti da tale condizione, per le (69),
d 1 2 082, 28
z=—p Y _ (I _ 2 h(-—~f+~—?—’ ,
8 2 h? 0% oY
ossia, per la (72),

In ogni caso dunque tale variazions (i Z sard analoga a quella posta per o,, ciod

Z=pg@:
E' chiaro che in generale I'inflessione della lastra non potrd dipendere sostanzial-
mente che dal carico p (oltrechd, s'intende, dalle condizioni alla superficie laterale);

percid la condizione posta o, =p f(2) e la particolare scelta della funzione f non po-
tranno avers importanza sostanziale. Si ricordi c¢he nella soluzione di Kirchhoff s’era

Vo | o

posto o, identicamente nulla, ossia f(#)=0, e] Zde = p. Nella soluzione del Reissner sono

S

poste propriamente le condizioni

h h
oz(-‘)—)zp, oz(-ni-)=0, Z =0,

considerandosi cosl tutto il carico p sn unwn delle basi: si tratta evidentemente della
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Si consideri ora l’espressione del potenziale elastico in funzione delle
componenti della tensione (dedotta ovviamente dalla (46,)

D=

~~—¥ﬁ5 (024 0r40%) — —— (Omay+0yaz 0,0.) - u, e+ rgx% av,

1
8

la quale per le (68) e (69) diviene

1 m 22 m 1 2?
q = e _— 2 2 R 2_ s
b 2q 2(m+])(q9 +v) I? +2(m—[—])0"’ m+10"l’ h*
&
1 » A 9 22 2 1 z2 2 0 .
R L Vel e et (_S"—Tziﬁ)(gx+9y) av.

Si esprima quindi la variazione prima 6@ per una variazione arbitraria
delle funzioni ¢,y e ?, considerando invariabile come §’¢ detto g, . Si
ottiene, osservando che

h k
2 , 2 .
2 h 1 2% \2 h
S de — ‘ — 2 Vg ="
fhz =15 f( 8 2}&2) T
h L
) )
¢ ponendo
h
fozzdzzkth,
3
)
ossia

h h

2
1 (. 1 °\ . ;
k= W fj (2)z dz =f(-g~ — ;h?)f (2) 2 dz, (1)
h

A
2 2
h m 1
__" M e ey 4 o
=16 5[34(7:@4—1)("” - ) om+ 1) ¥¥
(

2

1Y/ 1 h?
T 2O o (@ ol aa

stessa soluzione qui esposta colla scelta particolare della fuuzione
1 3 228
IO =g+tg37—w

(Cambiando il segno al termine costante si verrebbe a considerare tutto il earico sull’altra
base; e la soluzione, come si vedri nella nota seguente, rimarrebbe esattamente la ste ssa.
3 3 g s
(*81) Si manifesta dunqne Ia dipendenza del problema analitico dallassegnata fun-

D. BONVICINI - B. DaLL’AaLlo — La feoria dell’elasticita, 14
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Mettendo in conto la condizione (72) col metodo dei moltiplicatori
di Lagrange, deve aggiungersi alla variazione 69 il termine
2
P

12 ow
()

89,
— ] ds
+ 6y) A

- 12 )
(o alPespressione (74) lo stesso termine moltiplicato per -—h—G) . Si trova

facilmente il significato del moltiplicatore 1 confrontando tale termine con
quello che andrebbe aggiunto alla §® quando si considerasse posto il
problema assegnando in ogni punto la componente ¢ dello spostamento,
e restando sempre fissata la ¢, nella forma o, = q (0, ¥) f(2). (S’é accen-
nato nella nota (*°) a tal forma del problema con spostamenti assegnati
anche in punti interni). Conforme all’enunciato del teorema di Menabrea
tale termine e infatti

—(5%), = _fc 8z dv,
(%)
e per la terza equazione d’equilibrio, osservando che per ipotesi ¢ %’f =0,
o ’

e tenendo conto poi delle (69),

— [z (% 4 e\ 4y
-_(aczz),_./ca(am + ay)”‘"
)

1 Z? 89{; a-Qy — ]l’2 e agx aQ’U
(2

h
2

—

:fdA
()

P

ISIE -1

essendo { lo spostamento medio definito dalla relazione

h h
2 9 2 2
— 1 2? ’ 1 z
¢ (s 2h2) ¢ jé( 3 21&2) @,
R h
-y )
ossia
h
E)
o 3 42° ' -
= o g (1 — hz) dz (332), (75)

(*8%) Siavverta che la fanzione 5 & positiva in tntto Uintervallo ’integrazione.

2R3

K’ chiaro che risnltane cost equivalenti tutti gli spostamenti assegnati aventi la
stessa media Elungo ogni normale alla lastra. K’ questa ovviamente una consegnenza
dell’essere fissata lungo ogni normale la o, e la variazione delle Ty Tyz» © quindi anche
(con la stessa legge paraboliea) la variazione di 8Z.
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Se si osserva infine che I’espressione (74) di 4P, tolti come s’& detto i
termini in % (nei quali andrebbe sostituita la funzione assegnata q(z, y)
alla p che sarebbe incognita) resterebbe invariata, si conclude dal sud-
detto raffronto che

Az, y) = (x,9) ().

Per quanto riguarda la superficie si osservi innanzi tutto che non
¢’e piun da porre nessuna condizione alle basi. dove si hanno i valori
assegnati di o, e sono poste nulle le forze tangenziali. Alla superficie
laterale non & ovviamente possibile, col tipo di tensione fissato mediante
le (68), assegnare la forza punto per punto; ma si possono invece porre
le tre condizioni my,; = p;, My = pn, t,, = r,, riguardanti funzioni delle
sole variabili x ed y: mentre le due prime saranno condizioni per le
stesse tre funzioni incognite ¢, v, ¥, la terza riguardera, come mostrano
le (69) e (70), le derivate prime delle funzioni medesime. Esse si scrive-
ranno come risultano immediatamente dalle (68) e (69) colla sola osserva-
zione che o, € 7, hanno la stessa forma in 2z di 0y, 0,,7, € 7, ha la
stessa forma di 7, 7,,:

h 12 h 12 12 _
TSR S g = (76)
dove

Qn-—: max—'_anyn

Per mettere in conto tali condizioni col metodo dei moltiplicatori di La-
grange si dovra aggiungere alla variazione 6® il termine

h2
_Téf
)

(e

100, 4 236 (—h— on) 4+ A (’—* r,n)i ds.

4 <

11 significato dei moltiplieatori si ricava anche qui dal confronto di que-
sta espressione con quella del termine — (6°), da aggiungere a 6@ quando
si considerino invece assegnati nei punti della superficie laterale le c¢om-
ponenti dello spostamento s,,s,,{, ciod

— (6%U), = -—f(sn 00y, - 8¢ Otns -+ {Otn,) dA =

(=)
i 2 R
2 2 2

1 h 1 h . 1 2%
= — f% 7;—[3712(12'-6(? On) — 7-/303(1.«-6 (‘z‘ T?lt)'—l“ ]lfC(—é— —_ ﬁé) dz-é.QRZdS.

{e) h
F)

(*8%) E’ evidente la concordanza di tale risultato col significato dei moltiplicatori
di Lagrange riguardanti le condizioni indefinite d’eqnilibrio, gia osservato nella nota (216),
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Risulta dunque

h h

, F) F)

i 2 12 [
f B _i_) C, Ao= h_/snzdz___wt, Ag=— hs]StZGIZ—a),“ (757%)

h h

) )

Lo spostamento medio  cost definito & lo stesso considerato sopra
per il generico segmento normale alla lastra ; w; ed @, sono rotazioni
medie delle generatrici rispettivamente intorno agli assi ¢ ed n, come Si
riconosce se si osserva che pud scriversi

— 3 [8sx\ 1 [ds, —__ia_si_l_ié’ﬁ
PTG ) 2 \e T T\ T e 8z ),

significando con lindice , la media ordinaria, con Vindice , una media
definita ponendo

*dz =fJ (2) 2%dz (284).

b
2

=
—
w

I’espressione della condizione di minimo del teorema di Menabrea &
dunque

h2 - 8-Qa: a‘Q h ‘ . h
hZ Efiﬁ ( Py P )d’A— -5 EC(SQn—I—wt‘S( l) +w”5(_z_ TM) to=0.
&) (e)
(284 / L) zdz=1(2) 2227 _a‘ 5 [ :ij_ 22y = g (%)0 ; (%)1 g 3
- —a

Il fatto che si dimostrine equivalenti tutti gli spostamenti £, assegnati che ab-
biano lungo ogni generatrice la stessa media C come tutti gli s, e tutti gli s, che diano

rispettivamente le stesse rotazioni medie "‘z ed w,, & uvv1.unente una conseguenza della
legge parabolica prefissata per la variazione Iungo le generatrici di =
legge lineare prefissata per la variazione di 6, 6diz

nzy © quindi della

nt

Si osservi anche qui la concordanza del 31gn1ﬁca,to dei moltiplicatori 4 , 4, , 43 con
quello riconoscinto nell’applicazione esatta det teorema di Menabrea alla nota 218y, I
ovvio anche il confronto col signiticato dei moltiplicatori nella soluzione di Kirchhoff,

osservato alla fine del paragrafo 64,
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2o o=~ [ (Ero+ Fra)a

{e) (2

L, 8% , 0% )
2 — 83\ dd —
f (8%2 ay2 vt away(w

Osservando che

7o (6%,
.fca(am
()

||
]

%mwuw,

¢ introducendo I’espressione di §@ data dalla (74) privata dei termini in
k, s1 ha

4250 +——— bw-#(

m 1 h? 88, 8% |
_/ 2(m-4,—1)(p_"(m—]—1) 10 ox +Gh8?6(p+
(2)

m 1 k2 90, 52 f]
+[2(m_1— DY tmEn? 10 6 O a0t

+[0 10(69-;- )+ 2Gh ‘azglaagdAJF

0y
I 2 e 88 6+h2 _anfl s
10" a_)“x T \10 v
(c)
h? 8T PY, P
+{10( :l:ay "I_Q ax)"“ Gk(g;ay-l—@'az)i[éﬂgdb_

o e

(385) 11 primo passaggio ® lecito perchs si ammette implicitantente la continunita

della ¢ al contorno, come in ogni punto interno. Tenendo distinta la C—nell’mtegrmle
di linea (ossia il moltiplicatore ;) dalla ¢ al contorno nell’integrale di superficie (ossia
il limite del moltiplicatore 4 al contorno), si troverebbe facilmente eguaglianza di csse,
ciod la snddetta continuita dello spostameute medio £, come consegnenzy della stessa
condizione di minimo, con’d naturale trattandosi di una condizione di congruenza. (Si
confronti ancora con la nota (*16).)

Per Taltro passaggio si ricordi la definizione (70) i L _;‘y, e si osservi che

SN 0T, b (L)
2z oz o ¥ am(a 7)
e analogamente per
oL by 2T b 89 of 000

oy oy o ox ’ oy oy
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Risulta cosi dall’integrale di superficie il sistema

1 1 n? 00, L, 8L
T T smEn Pt T = Y

1 1 h? 30 8L
by — Ty _ = 77
R 2(m+1)("’+"”) 10 3y Gh oy (77)

B2 (60, 60, 82
_ M v — — 2Gh .

\ v 10(63{ + aw) 26 ox 0y

Il primo integrale di linea, essendo

N A YR 2 v

6r_8t _eL o er_atl
or  on ot dy  on

8¢
+ ot Oz
¢ analogamente
Q= Q 0, — 10y, 2, = 2,0, + 20,
(con ovvio significato di £,), pud secriversi
% 8C\ (R h2 LB\ [ ,
j 3(16 Q" — Gh 8—’)@) 6 (7 0'-,‘) _— (E Qt — Gh 5) (S (z4 T;u)} dé-
(©

Anch’esso dipende dunque, come Valtro integrale di linea, dalle sole va-

L h h . . e

riazioni 6 |— o0,}, 6 |—7,;|; e risultano cosi due sole condizioni al con-
2 2

torno :

| ) (17)
( 0= & - 5) (250).

Il significato di tali condizioni naturali ¢ evidente. I primi membri
sono infatti rispettivamente, come risulta dalle (69) che esprimono la va-

(*86) Si ricordi dalla nota precedente che in realtd nna terza condizione (quando
sia dato il carico p) & quella della continuitd dello spostamento ¢ al contorno con quello
alVinterno,.
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riazione parabolica di 7,., 7, lungo ogni generatrice,

ﬁ h
2 P
P 2
f‘tﬂz dz frtz dz
- _
2 2
T J h J
B 2
f TTLZ dz f T[z dz
_h _h
2 2

dunque valori medi delle stesse tensioni tangenziali, e precisamente i —

: . . —_ . 4 . : v O
delle rispettive medie ordinarie (0 i — dei valori massimi) (¥7) ; mentre

5
t secondi membri sono valori medi (definiti in modo diverso) delle espres-
sioni _
0C | 88 9¢ | o8
G — Gi—+ -
(c“fn_i—az)’ (8t+6’z)’

come si riconosce dalle definizioni di £ e di 5,, @,: Si tratta dunque di
relazioni complessive (per ogni generatrice) che stanno in luogo delle
analoghe relazioni tra gli scorrimenti y,., 7, (punto per punto della su-
perficie laterale) e le derivate delle componenti dello spostamento. Con
, w, w, indeterminate (moltiplicatori di Lagrange) esse rappresentano
pertanto condizioni di congruenza, come infatti dev’essere per il signifi-
cato del teorema di Menabrea.

66. Le equazioni differenziali (77) e (72) e le condizioni al contorno
(77’) e (76) (nelle quali ultime o,, 7, e £, possono esprimersi per i va-
lori al contorno delle funzioni ¢, y, ¥ e delle loro derivate) debbono ser-
vire, assegnati il carico p e le coppie e forze al contorno gy, u,,*., a
determinare le funzioni incognite ¢ (x, y), v (x, y), ¢ (=, y), E(a,, Y), w(s),
®n (8) (te tre ultime funzioni dei punti del contorno). Si pud osservare
subito che dall’ultima delle (76) e dalla prima delle (77’) si ottiene, per
quanto 8’ gid visto circa il primo membro di questa,

12 ot  —
TrzmlOG (%—-‘I—(Ut)-

(*87) Sono evidentemente quei valori medi che possono sostituirsi ai valori effettivi

1
delle © nei termini dell’espressione del potenziale elastico o5 [ty ar.
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equazione che pud pertanto sostituirsi a questa medesima. Conviene poi
procedere all’eliminazione delle incognite ¢, y, ¥ mediante i seguenti pas-
saggi.

Sommando le prime due (77) si ottiene

082,
Gh AL =0,
Sommando la prima di esse moltiplicata per 2 e derivata rispetto ad
con la terza derivata rispetto ad y si ottiene, ricordata la definizione di 2,,

04 1 e+ )

— =0.
ox m -+ 1 ox

h? 8% 0, h* (6% Q 6% 0,
: 2Gh

( ¥ P ox 63/) +
Sommando poi questa colla precedente moltiplicata per e derivata

rispetto ad x, risulta

h2 m-4+1h* § (82, 409, 2m LY X4
—_ s M e B g =0
2 A'Q m— 1 ]08w(6w+8y)+7n—-lab8w ’
ossia, per la (72),
kz 2m 64 6 m-+16p
i g i P iy S == [ 8
2 A% + —1 trh ox 5 m—1 ow 0 (78)

Se si considera insieme con questa ’analoga relazione riguardante
2, , che analogamente si ottiene dalle stesse (77), si possono eliminare
infine anche Q, ed 2, derivando I'una rispetto ad @ e Valtra rispetto ad
y e sommandole : risulta cosi, ancora per la (72),

m  Gh3 m h?
2 —— .
w16 V=P — g 5 A

equazione che non contiene piut nessuna delle incognite suddette (ne, si
intende, delle loro derivate) (*88).

(*#8) Contieno ciod la sola funzione incognita £, che 2 il moltiplicatore di Lagrange
all’interno (s'intende quando sia assegnato come sopra detto, il carico p).

La (79,) & in sostanza la stessa cquazione di Lagrange nel senso nsuale, ciod per
il problema qui considerato (senza lo coppie #y @) & chiaro infatti che il secondo
membro si riduce praticamente al solo termine p, qnando la lastra sia abbastanza sot-
tile, per ogni assegnazione della fanzione medesima. ¥ ovvio poi come potrebbe in ogni
caso cercarsi invece per successive approssimazioni il carico p, assegnato lo spostamento C.
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Se si pone poi

09, 09,

X = — 80
(%, ¥) oy oz’ (80)
essendo
ox o (082: | 62 ox 12 gp
AQ, = — it RS .
i 6y+3x(3.¢v + ay) oy h? oz’
e analogamente
ox 12 op
A2y = — — — — =
Y o K2 oy’
la (78) e 'analoga per £, divengono
h% ox 2m 8AC 12 m  ap
2 = To‘é?_m—l(}h dx b m—13dx’
(81)
Qy—w—ﬁﬁ— 2m Gh&AC—m-l—_z— m 19_11,
10 ox m—1 ay 5 m—1 gy
, . .. c 4. . . . Op aop
dove gli ultimi termini dei secondi membri, in 2y © 2y’ saranno sem-

pre trascurabili per la lastra abbastanza sottile, come risulta dalle (79)).
Ora si possono esprimere le funzioni eliminate per lincognita rimasta e
la nuova incognita X: mentre infatti lultima delle (77) esprime gia la
¢ in tunzione della £ e delle Q,, Q,, per la ¢ e la y si ottengono
espressioni siffatte dalla prima e dalla seconda delle equazioni medesime ;
e non resta allora che sostituire ad £, 2, le (31). Siccome in tali espres-
o . N . . h* (882, 8%,
sioni di @ e di v si puo far comparire un termine — (-—° -+ —¥}, con-
10 \ o= oy
verra ricordare ancora la (72), la quale dice in sostanza, sempre per la
(79y), che tale termine & trascurabile (per la lastra abbastanza sottile)
rispetto ad altri dell’espressione medesima (?89). Tolti infine tutti i termini

(*89) 8i tratia a ogni modo di un termine noto, come quello che s'& detto
di trascurare nella (81): tenendolo non si avrebbe una maggier complicazione so-

stanziale.
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ugualmente trascurabili, si ottiene

. m - 8% | SR 4
(p—_ZGh(m— 1AC_ y2)+5_0 ox gy ’
m — &L Y 92X
=9 ey~ o
v G (m— g4¢ am‘%) 50 ox gy (82)
92 7 | X I 2y
9 —_ 9@ Ad ¢ vt (0 2_6 ‘) (290)
ox oy 100 \ oy ox

Per le due funzioni incognite { (v, y), ¥ (x, y) si hanno le due equa-
zioni separate (79), e
L2
L——AL=0: 79,

quest’ultima ottenuta immediatamente dalla definizione (80) e dalla (81).
Le condizioni al contorno (76), posto

h ' . h .
— On= (pocf; -+ y;oc; + 280, ay, T = (v — @) apay + O (ocf, — ocf,),

¢ at ¢ o o
an( 4 ‘I"@)“a:‘i_( v +O )“y(dn)r

ox :9?-6_50—

(2%9) Si ha

2y 22, 28, AR SR
(p:m—ul E(m%—i-—)_-(;h(m—_ )

2Ty oar oy
9 | A 08, B2 (()Qx ,),Qy) _ pera {
= —=m—1)— 4+ —|—+ — ) — Gh|mAd{ — (n — .
— i 10 (m —1) 3 0 \ 7% + Y Ghlmdl — (m —1) vl
, e (08, 00, . , .
Tolto il termine — (—- 4+ —— ], resta oltre ai ternini della prima (82) il termine
10 \ Dz oYy

2 247
A el
5(m—1) Jx?

ovviamente trascurabile rispetto al primo termine dell’espressioue modesima. Analoga-
mente nell’espressivoe di y e in quella di ¢ sono trascurati rispettivamente i termini

— 2m QAT —2m QAL
1}3 Yh3 .
5m—1 o 5 © Em—1) 0" 5 >y

(***) Le prime due dalle posizioni (68), ricordando che o,=Tn>xmn, 1, = Tn xt;
la terza dalle (70).
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e sostituite a ¢, y, ¥ le precedenti espressioni, divengono

! —

3 _ 2 8 2
G%(m AC—GC) h®  9%X

m—1 ot°) 600 nat ™

R 8% RS (8%% %X
el — — S 791
4§ Bt 1200 (Gtz 6%2) Ha (79%)
m B eAL ht dx
—_ G - T =17
m — 1 6  on 120 ds
Insieme con queste vanno considerate infine le seguenti :
NPT | S SN (I
\ R R T i
)‘ _ (79)
12 of |, —
\ T”zilw(%“'"“");

la prima delle quali & la seconda delle condizioni naturali (777), posta
per £, Despressione analoga alle (81), e Valtra & quella che si & gia detto
di sostituire alla prima delle (77’) medesime.

Si pud vedere ora da prima come sia da presumere che il problema
resti effettivamente determinato quando siano assegnate al contorno le

- d —
funzioni », yw, € a?é' — w, (*%*). Assegnata quest’ultima risulta infatti dalla

' 14¢ x
prima delle (795) che per ogni funzione % si ha una %{z—’ e quindi dal-
la (79,) si ottiene una X determinata (*3); la terza delle (79]) da allora
8;1_4' , ¢ quindi dalla (79,) si ottiene 47 a meno di una costante, dunque
n

adc . : : :
ancora una d_c; e si ha cosl un’equazione riguardante solo quest’ultima
8 ,

r,, cosl

.\ : . , o | — 5
(*9%) 8’8 gia osservato in proposito delle (77') che come 07+ W=

T

w = —1% .
ds T BGR
zione un dato del problema, trattandesi della risultante di componenti interiori della

Ma a differenza di r, la t,, non potrebb’essere in alcuna applica-

iz

tensione al contorno (le 7z,,), che non ha relazione diretta colle forze di superficie.
- ox
(*93) L’equazione omogenea {79,) colla condizione omogenea al contorno ﬁz()

non ammette che la soluzione ¥ =0,
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: : . N 0
funzione del contorno. Siccome poi dalla seconda delle (793) si ha Eag’

resta determinata anche la costante della A (29%), e infine la ¢ a meno
di una costante.

Assegnate invece insieme con la risultante r, le coppie ., un, © da
presumere che le due prime condizioni (79’) poste per la soluzione ora

. . T { N
considerata valgano a rendere determinate le due funzioni Wy , Fr w,

dalle quali essa dipende, e quindi la soluzione medesima (?9),

Si avverta da ultimo che la differenza fra le tensioni Oz y Oy o Tgy (i
questa nuova soluzione e quelle della soluzione di Kirchhoff, consistente
essenzialmente nei termini dipendenti dalla funzione X, all’introduzione
della quale accanto alla ¢ si deve la possibilita di considerare le tre di-
stinte eondizioni alla superticie laterale, andra presumibilmente in ogni
caso diminuendo in valore assoluto con grande rapiditd dalla superficie
medesima verso l'interno della lastra (29).

. - o
(*%%) Dall’ovvia condizione | AZd4d = o ds.
(2 (©)
(***) In modo analogo pud vedersi come resti presnmibilmente determinata la so-
Inzione nell’altra posizione del pr(nblema gia sopra considerato, quande ciod siano asse-

gnate al contorno le fungioni Z, w,, @, che deflniscono lo spostamento (si ricordi la

L= dt - . . .
nota (*84)): essendo date cosi le funzioni W, © e w, s 81 puo considerare la soluzione
8

dipendente solo dalla risultante r,, e rignardare allora la terza delle (%9,) come una

condizione per la determinazione di quest’ultima. Ma & da osservare che i casi normali

di flessione della lastra non risultano da un’assegnagzione generica dei tre dati suddetti,
— ]

Mentre infatti la quantitd @ (ZC wn).—z-l—%!)t dev’essere in generale, per la (72), del-

Pordine di grandezza del carico p moltiplicato per il rapporto fra 'estensione e lo spes-

d
sore della Jastra, si deduce dalla (79,) che & d—f sard in generale dell’ordine di p mol-
tiplicato per il cubo del rapporto medesimo: dunque i casi normali saranno quelli in

. . al - . - . . . .
cui la differenza T @ Sia dell’ordine di ciascuno dei suoi termini per il quadrato
8

del rapporto inverso. (Alla stessa conclusione si giunge osservando che la rotazione

1 /d
5 ( ¢ + o ) risulterd in generale dell’ordine della deformazione per il rapporto sud-

detto, e che nella stessa deformazione le componenti ¢, &y 1 ¥gy SODO dell’ordine delle
P2z Yy, DOT il medesimo rapporto, come si deduce dalle (68), (69).) Per questa ragione

non @ trascarabile il primo termine delle prime (195).
0¢ , — .
Dello stesso ordine dovrd poi risultare il rapporto fra la somma Y + w¢ e ciascn-
n
no dei suoi termini.
(*98) Sostanzialmente diverse, pur rappresentando ancora mna variazione parabolica

snllo spessore della lastra, risultano invece le espressioni di = : 8 questa un’ovvia

w? yz
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67. Si vnol terminare con Vesempio di un caso molto semplice di
flessione di una lastra rettangolare soggetta all’azione i sole forze e
coppie al contorno, cioé con carico nullo. Per tale condizione potra porsi,
come risulta dalla (79),

Fe= — 2

e ?
essendo ¢ una lunghezza arbitraria (*97); e si porrd per X la somma di
dne funzioni sodisfacenti all’equazione omogenea (79,), rispettivamente
della sola x ¢ della sola y, cioe

' V10 /10 y
h )
. 920G Cco8 7 osh 3
" he 0 0 V ’
cosh Vl;: « osh L;:E

essendo @ e b le lunghezze dei semilati della lastra paralleli rispettiva.
mente agli assi x ed y (fig. 79). Le coppie e

forze al contorno che producono lo stato di
0 — tensione rappresentato dalle (68), (69) e (82_)1
_E' poste in queste ultime tali espressioni di ¢
L e X, sono espresse dalle (79{): risulta evi-
y dentemente u; = 0 su tutt’e quattro i lati; e
Fig. 79 per u, ed r;risulta: suilati s =—+a (n= + o,
t=+1y)
V10 y T
S Do D — h —
ans 7, N—y TV du
cosh ;08h
h h

conseguenza del modo affatto diverso in cui 8’ dovnte porre il problema per qnanto
riguarda le forze tangenviali alle basi. Si ricordi d’altra parte cha gia nella soluzione
2z Ty, €rano state sostanzialmente mutate da quelle della
i4m + 1

12
(*%7) S’intende sempre che questa Enmltiplica.tzx, per un numero infinitesimo co-
stante sard lo spostamento dovato alle forze e coppie che sotto saranno indicate, mel-

precedentemente esposta le ¢

soluziene di Kirchhoftf eolVintrodnzione della costante ¢ ==

.

tiplicate per Pinfinitesimo stesso. In pratica { potrd essere Ueffettivo spostamento medio
dovuto a tali forze e coppie quando ¢ sia abbastanza grande rispetto alla lunghezza dei
lati della lastra.
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sui lati y=+b (n==y, t=TF )

V10 V10
cosh sinh ————
Gh3 b = G h duy,
= — , =10 — =
6¢ V10 Ge Y10 a ds
cosh cosh
h I
Si hanno cosi i diagrammi della fig, S0,
Allinterno risulfa
V10 Y10 y
Myy = Myg = 0; My =—= M G 1 st b st b
zy — Mye == 1 G = - — — 5
Y Ge V10 a it06 |’
cosh cosh
b z,
. Y10y
sinh —
— QR? k omy
tzx:—Vlo : e ’ a oK H
¢ F10 b oy bc ,
cosh h -a 0 e i ] f!
W-V x by
sinl /10 = gg
sinh ——— c
g T Gh? h am,
yz — 60 h Viﬁ B am .
cosh — (y=b) (x-2)
In particolare si hanno per y =20 b e
e per x =0, ciod per le sezioni coi L 0 a 0
piani xz ed yz, i diagrammi dei mo- * b | by
menti torcenti della fig. 81. Col va-
My )
T i i
U Fig. 80
E_&l mx
T (X0} riare diy da 0 a b e di x da 0 ad
Al : L s : "b ; a tali diagrammi vanno traslando
* k J ‘ nella direzione delle ordinate fino a
(g-n) E&_ ] N R . 3vre \ . -
Bc sovrapporsl rispettivamente al pri
1 mo ¢ al secondo dei diagrammi di g,
- della fig. 80: traslazione da prima

Fig. 81 assai lenta (per la lastra sottile), e

rapida alla fine. I diagrammi di ¢,

e t,, coincidono tutti rispettivamente col primo e col secondo dei
diagrammi di »,.
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. . h h .
Tfacendo tendere a zero i rapporti o il momento torcente u,

tende a mantenersi nullo sull’intera superficie laterale eccettuato un in-

torno infinitesimo di ogni spigolo, dove si mantiene sempre finito (ten-

. , Gh? :
dendo il massimo valore assoluto a —6—), mentre la risultante delle r; tende
¢

a concentrarsi sugli spigoli medesimi, in ciascuno dei quali viene ad agire

al limite una forza %%E, con seguo alterno (fig. 82). La soluzione consi-

' derata pud rappresentare cosl in modo suffi-

I z cientemente approssimato la inflessione della

0 x lastra sufficientemente sottile per effetto di

| quattro forze siffatte praticamente concentrate

l / agli spigoli. A una distanza dal contorno non

y ' inferiore ad un certo limite, dell’ordine di

Fig. 82 grandezza dello spessore, si avranno dunque

per tale sollecitazione i momenti torcenti pra-

ticamente costanti ed uguali in valore assoluto a ciascuna delle forze

medesime ; mentre saranno nulli i momenti flettenti, e si ridurranno
pure costantemente a zero le risultanti ¢, , f,.(*%%).

h3 h3 .
(?98) Pud dirsi in sestanza che le coppie & ;—GQa, — G%Zb, costituite dalle forze

agenti da una stessa parte rispettivamente della sezione generiea normale ad ¥ e di
quella normale ad x (ciod dalla parte positiva dei rispettivi assi, ai quali il segno di
esse va riferito), si ritcovano ripartite uniformemente lungo ciascnna delle sezioni me-
desime alla suddetta distanza dal contorno.
Si ha ad esempio per
Y10 (¢ — h)
sh ——————
h
J10 @
h

co

r=a—"h, mc\)eﬂVw:O,Oi;

cosh
dnnque la differenza tra il momento m, della sezione z=a — h e quello della sezione
x =0 (per la quale la medesima espressione diviene praticamente nulla anche per va-

A . 1
lori non tanto piccoli del rapporto —L) & pali a circa 25 del valore dello stesso m,, al-
@

. 1
Porigine. A distanza h dal conterno il diagramma di m, ha compiuto cost soltanto 25

©

della traslazione che lo porta a sovrapporsi sul contorno medesimo al diagramma di u, -

dpe 24
D’altra parte risulta anche dallo stesso computo, essendo r, = — E?—L, che i % della
a
A s . 4
forza rg 4 =00 — ‘_é? agiscono snl tratto del lato da x=a — hadx=a, e i ?sul-

0
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la seconda meta del tratto medesimo: & chiaro dunque che potrd praticamente conside-

¥

. Gh3 .
rarsi ciascuna delle forze S0 concentrata sullo spigolo quando i rapporti ﬁ-

— siano
a’b
dellordine di !
ellordine di—.
10
Si osservi infine che dalla soluzione di Kirchhoff con {y = — —= si otiiene prati-
e
camente Ia stessa tensione in ogni punto non troppo vicino al contorno: risulta infatti
Gh3 .
My == Wy = 0,1, = by, = 0, my = — m, = — 60 Al contorno si ha cosi, oltre a #=0,
Gh3 . . S L
r,=0, 4,==+ Bo o cambiamento di segno ad ogni spigolo, che sono condizioni af-
z ¢

dp
fatto diverse da quelle sopra considerate; ma la differenza rz-—~d—", nulla per ogni al-
8

tra generatrice, diviene infinita agli spigoli come nel caso limite in eni Pintegrale di
essa esteso a un interno infinitesimo di ogni spigolo assuma alternativamente i valori
Gh3

+ e 8i ha ciod rispetto alla soluzione del Reissuer lo scambio della forza concentra-
e

. . . . A - . . #’H«
ta con la discontinuith di g, , che pud riguardarsi come integrale concentrato di rak
8

(Nella soluzione del Reissner invece la discontinuitd di #,, ad ogni spigelo compensa la
du
somma degli integrali di-d?n lungo i semilati delle due parti dello spigolo stesso.)

dp
L’esempio conferma dunque Vequivalenza della forza r, alla derivata — 7’-’, per quanto
8

riguarda la tensione a una certa distanza dal contorno.



