CAPITOLO X

PROBLEMI PIANI

109. Stati elastici piani.

Una 1mportante classe di problemi interessanti le applicazioni
conduce alla formulazione dei cosiddetti problemi piani di deformazione
o di tensione. Kssi riguardano solidi di forma cilindrica riferiti a un
sistema, di coordinate materiali x,, x,, 3 avente gli assi x,, x, nel piano
dl una sezione trasversale retta e Dasse x; parallelo all’asse del ci-
lindro.

11 carattere fondamentale di tali problemi & rappresentato dall’ipo-
tesi che lo stato di deformazione o lo stato di tensione siano piant,
cioe esprimibili mediate tre sole componenti di deformazione &,,, &,,,
£33 el primo caso o tre sole componenti di tensione o,,, 0,,, 045 Nel se-
condo. Molti problemi applicativi possono essere ricondotti a tale
forma. Ad esempio, in un solido cilindrico molto Iungo, soggetto a forze
di massa e di superficie perpendicolari alle sue generatrici e costanti
lungo x4, la zona media si trova in uno stato piano nella deformazione
e gli spostamenti dei suol punti appartengono a piani perpendicolari
a xz. Cosl, per una lastra piana sottile soggetta a forze giacenti nei
piani parallell al piano medio e distribuite uniformemente lungo lo
spessore, s1 puo ammettere con buona approssimazione che le compo-
nenti di tensione dirette secondo x; siano nulle e di conseguenza lo
stato sia plano nella tensione.

La formulazione dei problemi piani discende immediatamente dalla
trattazione generale e puo essere data con il semplice riferimento alle
relazioni gia ottenute pur di limitare la convenzione della somma ai
valor:t 1, 2 degli indici anziche 1, 2, 3.

L’analisi dei problemi piani sara svolta secondo lo stesso proce-
dimento logico seguito sinora. Cioe, premesse le considerazioni fonda-
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mentali sulla congruenza dello stato di deformazione e sull’equilibrio

dello stato di tensione, verranno formulate le equazioni significative
del problema sulla base di un legame costitutivo di tipo elastico isotropo

lineare tra le componenti di deformazione e le componenti di tensione.
In tal modo sara impostato il problema relativo a uno stato elastico

prano, che potra rappresentare il fondamento per successive estensioni
a legami costitutivi diversi da quello elastico e permettere cosi la tratta-

zione di problemi relativi a stati anelastici o, in particolare, a stati elasto-
plastics.

116. Problema piane di deformazione.

Lo studio di un solido cilindrico soggetto a una distribuzione di forze

esterne tale che le componenti di deformazione secondo ’asse del cilindro
s1 annullino e le altre componenti siano costanti lungo questo asse con-

duce a un problema piano nella deformazione. Precisamente, diremo
che un solide si trova in uno stato piano di deformazione parallelo al

piano (ry; x,) Se risultano verificate le seguenti condizioni per le com-
ponenti di deformazione:

13 = E93 = €33 = 0, €11,3 — €923 — €123 — V. [110. 1]

Come fu detto in generale nel § 17, le componenti di deformazione,

intese come funzioni arbitrarie del punto, potranno rappresentare una
deformazione congruente se derivabili da funzioni di spostamento

Uy, Uy, Us continue, monodrome e differenziabili, cioe se, per deformas-
zionl infinitesime, sussistono nel caso attuale le relazioni:

0 = uy3 + Uzq, 0 = Uy -+ Us 4, 0 = uz,, 110, 2]

. _ 1
€11 = Uy 1 €99 = Ug 9 4 €12 — &5 (%1,2 + ’“'2,1) '

A meno di moti rigidi di insieme le componenti di rotazione dell’ele-
mento generico in se sono ottenute dalla (17.12) nella forma:

P
Wg1 = fo [(521,1 — 311,2) dry + (822,1 — 512,2) dx,] ,

wae = 0, w3 = 0,

[110. 3]

da cui, per le seconde tre [110. 1], ’'unica componente di rotazione
diversa da zero risulta unicamente funzione di z, e x,.
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A loro volta le componenti di spostamento valgono per le [17. 14},
sempre a meno di moti rigidi:

P
Uy = fﬂ [e13 doy + (€45 +. Wyq) dT,]

P
Uy = fﬂ [(e91 + wgy) day + ?22 dx,] , [110. 4]

e sono anche esse unicamente funzioni delle sole variabili x, e ,. Vediamo
dunque che la definizione di stato piano di formazione puo essere
espressa, in alternativa alle [110. 1], dalle condizioni equivalenti:

ua — O ’ %1}3 = O ’ u2’3 — O . | | [110- 5]

Quando il comportamento fisico del solido sia caratterizzato da un
legame lineare di tipo elastico isotropo, le componenti di tensione
si ottengono dalla particolarizzazione delle [40. 5], osservando che nel
caso in esame, cioé per &, = 0, la dilatazione cubica vale 4 = &;; | &q,.
Abbiamo dunque:

Oy = 2u&y; T A (€11 + &939) Tyg = 2U& ,
Ogp = 2UEse + A (€17 -+ &32) Togg — VUV, [110. 6]
O33 — A(e11 1 €29) Tg1 — VYV,

e sommando membro a membro le prime due, con riguardo alla defi-
nizione [40. 13] del rapporto di contrazione trasversale v = A/2(4 4 u),
otteniamo dal confronto con la terza:

_
=5 (% + ) (011 + G22) = ¥ (011 + 0Og9) - [110. 7]

Poiché 0., non dipende da x5, le equazioni indefinite di equilibrio
[27. 3] mostrano che la componente delle forze di volume secondo tale
direzione, p, = 0¢g;, deve essere necessariamente nulla, e s1 riducono

percio alle sole due:

O33

011,1 + To1 0 + P1 = 0, 110. 8]

Tia1 T Og29 T Do == 0.

nelle quali le componenti p,, p, devono risultare indipendenti da .
Analogamente le equazioni di equilibrio a1 limiti [27. 4] s1 riducono

ure a due sole: ~
P O11M1 + TarMe = [y

[110. 9]
T1aMy + Oastg = fo .

con riguardo alla circostanza che n; = 0 e quindi f; = 0.
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Se nelle relazioni di legame [110. 6] esprimiamo le componenti di
deformazione in termini delle derivate di spostamento secondo le tre
ultime [110. 2], cioeé:

Oy = 2pUyq + A (U4 + uz,z) 3
Opp = 21Uy o + A(Uyq + Uys) [110. 10}

Typ = p (Uy 9 1+ Ugq) s

le equazioni indefinite di equilibrio assumono la forma [41. 3]:

uVuy, 4+ (A 4 p) ('“1,1 +- “2,2),1 +p; =0,

[110. 11]
uViuy + (A 4 u) (#1171 + Ug2) 2 + Py =0,
avendo indicato con V Doperatore di Laplace nelle due viariabili «,, «,.

In modo analogo le equazioni di equilibrio ai limiti [110. 9] assumono
la forma [41. 5]:

pl2ug1mq + (“1,2 + Uy 1) MNa] + A (U1 + Uy 0) Ny = f15

(110. 12]
pl2ug Mg + (Uy o + Ugy) Ny] + A (U4 + Ug g) Ng = fa s

nelle due variabili x,, «,.

L.e equaziont differenziali del secondo ordine [110. 11] rappresentano
la particolarizzazione al problema piano di deformazione delle equa-
zioni di Navier, e ne consentono la risoluzione in termini di spostamenti:
abbiamo in tal caso un problema al contorno per spostamenti assegnati.
Poiche u,, u, non dipendono da x;, dobbiamo considerare solo lo stato
di deformazione in un qualsiasi piano parallelo a (x; x,). Le equazioni
[110. 11] devono percio essere verificate nel dominio piano A costituito
da una qualsiasi sezione trasversale del cilindro, nel rispetto degli spo-
stamenti u,, u, assegnati sul contorno € di 4, come indicato in figura
117 a).

Le condizioni al contorno sulle basi del cilindro non devono essere
considerate in quanto le ipotesi adottate sulla natura della deforma-
zione impongono sulle basi stesse le condizioni:

113 — 0 ' 123 — O ’ %3 — 0 ’ [110. 13]

cioé le facce terminali del cilindro devono essere libere da forze agenti
nei loro piani e rigidamente fissate nei rigunardi di spostamenti secondo
x4, pur essendo permessa una liberta di movimento nei piani stessi.
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Un secondo problema al contorno puo essere formulato per lo stato
piano di deformazione esclusivamente in termini di tensioni come ¢aso
particolare delle equazioni sviluppate nel § 41 b). Esso ha interesse
quando sul contorno C di A siano assegnate le forze di superficie f,,
f, come indicato in fig. 117 b).

Alle equazioni di equilibrio, indefinite [110. 8] ed a1 limiti (110. 9],
oid, espresse in termini delle eomponenti di tensione, dovremo associare

X2 A Xo A
AU,

Y
A

Fig. 117,

in questo secondo caso le equazioni di congruenza nella forma di Bel-
trami-Michell [41. 17]. Ora, nel problema piano in esame, le equazioni
esplicite di eongruenza [17. 10] nelle derivate seconde delle componenti
di deformazione si riducono alla prima di esse:

€11,22 + €a2 11 — 2812,12 s [110. 14]

essendo le altre cinque identicamente soddistatte perche 1 termini
in esse contenuti sono nulli, 0 eome derivate rispetto a x, e x, di eom-
ponenti nulle, o come derivate rispetto a x; di componenti funzioni
delle sole x; e x,.

Con riguardo alla [110. 7] le relazioni inverse delle [110. 6] divengono:

1

€11 — 2 [(1 — %) 01y — V0],
1

Eg9g — 2 (1 —) 095 —voy4], [110. 15]
1

€12 — T12 3

2
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e sostituite nella [110. 14] permettono di esprimere questa equazione
In termini di tensioni:

(1 — %) V(041 + 032) = 011,11 + Oaa 00 + 271212 - [110. 16]

11 secondo membro della relazione cosi ottenuta puo essere ulterior-
mente trastormato tenendo presenti le equazioni indefinite di equi-
librio [110. 8]. Precisamente, derivando la prima rispetto a x,, la se-
conda rispetto a x, € sommando:

011,11 -+ O20.00 T+ 2'512,12 = — (P1,1 + Pe,z) y [110. 17]

per cul possiamo scrivere, in definitiva, ’equazione di congruenza per
1l problema piano di deformazione nella forma:

(L —) V (01, -+ 045) P11+ P22 =0. [110. 18]

Il problema espresso dalle [110. 8] e [110. 14] viene cosi formulato
completamente in termini di tensioni € puo essere affrontato nel rispetto
delle condizioni [110. 9] sul contorno C dove sono assegnate le forze

f1s Te-

111. Problema piane di tensione.

Un problema duale di gquello discusso nel § 110 s1 ottiene nell’ipotesi
che le componenti di tensione secondo ’asse x; si annullino e le altre
componentt s1 mantengano costantli lungo tale asse.

Diremo in questo caso che 1l solido s1 trova in uno stato piano di
tenstone parallelo al piano (z; x,) se risultano verificate le seguenti con-
dizionl per le eomponenti di tensione:

Tig = Tp3 = 033 = ¥, O11,3 = 0223 = T193 = 0. [111. 1]

Le equazioni indefinite di equilibrio [27. 3] risultano immediatamente
nella forma:

11,1 Ta1,2 P =0,

T30 T Og29 + Po = 0,

(111, 2]

e le corrispondenti eondizioni ai limiti [27. 4] sul contorno ¢ di A si
riducono alle:

011Ny + Toy Mg = [y, 111, 3
TiaMy + OgoMg = [, .

Le forze esterne, di volume e di superficie, devono avere componenti
nulle secondo xz; (ps = 0, f3 = 0) e giacere quindi nel piano (z, z,).



352 Problemi piani [Cap. X]

Nel caso di elasticita lineare isotropa le [40. 5] forniscono le seguenti

relazioni tra le componenti di tensione e le componenti di1 deforma-
zlone:

01y = 248 T A (&1 + €29t €33) 5 Tia = 2 &g
Ogp = 2pEgs + A (€17 + €95 1 £33) 0 = 2ue;3, [111. 4]

0 = 2uegs + A (eqq + €22 1+ €33) 0 = Z2uey; .

Dalla terza di queste, cioé dalla condizione o535 = 0, s1 deduce la
seguente relazione: N

€33 — (€11 + €22) » [111. 5]

che rappresenta la forma duale della [110. 7]. Introdotta la posizione:

QZJM
A¥ = 111. 6
le prime due [111.4] divengono:
01y = 2peyy + A* (611 + €99) |
1111, 7]

Opg = 2 UEgy -+ A® (€11 - €22) -

Esse sono formalmente analoghe alle prime due [110. 6] e di con-

seguenza anche le equazioni di equilibrio in termini di spostamenti

risulteranno identiche alle [110. 11] pur di sostituire A con A*.
Sommando membro a membro le [111. 7] otteniamo:

011 + 099 = 2 (1 + A*) (€11 + €22)s [111. 3]

e con la nuova posizione:

A*
v = o [111. 9]

possiamo scrivere le [111. 71 nella forma:

013 = 2uey + v* (011 + Cgg)
(111. 10]
Ogp == 2 &g + V™ (031 + 022) -
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Risolvendo rispetto a &, £,, Otteniamo infine le seguenti1 espressioni
per le componenti di deformazione:

1

€11 — 2 [(1 — v*) oy — v¥0y,]
1

€20 = 2 [(1 — ¥*) 050 — v¥0y4] [111. 11]
1

€12 — 2 T12

formalmente identiche alle [110. 15} pur di sostituire il rapporto di con-
trazione trasversale » con »*,

Le equazioni esplicite di congruenza [17. 10] s1 riducono nel caso
presente alle quattro seguenti:

£11,22 T €29,11 = 2812_.,12 3

[111.12]

€33.11 — 0, €3320 = 0, €33.12 — 0,

per ’annullarsi di termini rappresentati o dalle derivate rispetto a z,,
x, di componenti di deformazione nulle o dalle derivate rispetto a «,
di componenti di deformazione indipendenti da tale wvariabile.

Con riguardo alle [111.11] la prima [111. 12] diviene:

(1—9»*)V (011 + 032) = 011,11 + o9 99 + 2'512,12 9 [111. 13]

e tenendo presente la trasformazione delle equazioni di equilibrio che
c1 condusse alla [110. 16], anche:

(L —»*)V (04, + 035) + P11 T Poo — 0, [111. 14]

formalmente analoga alla [110. 18].
Con riguardo alla [111.5] ed alla [111. 8] le ultime tre [111. 12]
divengono invece:

(011 + 0'22),11 =0, (o -F 0'22),22 =0, (o -+ 0'22),12 =0, [111.15]

ed impongono percio all’invariante lineare di tensione @ = g, + 0,
di essere una funzione lineare in x, e x, ed indipendente dal prodotto
x,2s, cloe della forma:

G111 + G0 = €17 + CoZy + C4 . [111. 16]

23 — BAaLbpACcCI, 1.
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Data tale struttura lineare ’operatore di Laplace che compare al primo
membro della equazione di congruenza [111. 14| risulta identicamente
nullo, per cui lo stato piano di tensione puo esistere se, e solo se:

Divp =p;; + P22 =0. 111, 17]

11 problema piano di tensione, dunque, malgrado la analogia formale
con il problema piano di deformazione, si differenzia profondamente
da questo non solo sotto ’aspetto fisico ma anche da un punto di vista
analitico. La condizione 1mposta allo stato di tensione dalla [111. 16]
restringe la portata applicativa del problema.

Tale grave difficolta viene superata attraverso due procedimenti
di carattere piuttosto discutibile. 11 primo ' consiste nell’ignorare le
tre equazioni di congruenza [111.15] e quindl evitare la restrizione
imposta dalla [111.16]; il secondo * nel gsostituire al problema piano
come esposto in precedenza un problema diverso, detto generalizzato,
nel quale alle tensioni oy, 0y, T35 Vengono sostituite opportune medie
calcolate lungo 1’altezza del cilindro. Appalono chiarli 1 motivl che
rendono criticabili entrambi i procedimenti. Infatti per quanto riguarda
il primo di essi le soluzioni cosi ottenute non sono congruenti mentre
per quanto riguarda il secondo le soluzioni potranno anche essere nume-
ricamente accettabili purche Daltezza del cilindro sia molto piccola
rispetto alle dimensioni della sezione trasversale, cioe s1 trattl di una
lastra sottile sollecitata nel proprio piano.

112. Funzione di tensione.

Consideriamo il caso in cul le forze di volume risultino nulle, cioe
p, = p, = 0: allora accanto al problema piano di detormazione esiste
anche il problema piano di tensione, se pure quest’ultimo non possa
fornire in generale risultati significativi a causa della condizione restrit-
tiva [111. 16].

Le equazioni di equilibrio [110. 8] assumono la forma omogenea:

0111 + Tare = 0, 112, 1
Typ1 1 Oz = 0. l

La prima di queste equazioni rappresenta la condizione per l’esistenza
di una certa funzione ¥, (x,, x,), tale che:

Onn — 1—1[/1,.!2 3 Top = ““le,l ’ [112. 2]

1 Q. TIMOSENKO, Theory of Elasticity, pp. 22-24, New York, 1934,
* I,. N. (. Firoxn, PhRil. Trans. Roy. Soc. London (A), 201, 63 (1903).
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mentre la seconda richiede, in modo analogo, 1’esistenza di una certa
funzione Y, (x,, x,), tale che:

Ogp = 912,1 3 T1yg — — 1_}72,2 . [112. 3]

Dalla uguaglianza delle tensioni tangenziali, 7, = 7,,, discende

la relazione: ¥ ; = ¥,,, che esprime la condizione per ’esistenza di
una funzione ¥ (x, ,) le cui derivate prime siano uguali alle ¥,, ¥,
rispettivamente, cioé:

¥Y,=Y,, v,=1Y. [112. 4]

In definitiva la soluzione generale del sistema differenziale [112. 1] sara
espressa da componenti di tensione della forma:

011 =— yj,zz ’ Ogg = gj,ll 3 Tyg = — gj,12 ” [112. 5]

cio¢ uguali alle derivate parziali seconde di una funzione ¥ (z,, z,),
introdotta per la prima volta da Airy ! e denominata funzione di tensione
per lo stato piano. Le equazioni indefinite di equilibrio del problema piano,
di deformazione e di tensione, sono quindi verificate da qualsiasi fun-
zione ¥ (x,, ,), continua in A4 e tre volte differenziabile.

Nel problema piano di deformazione una limitazione nella scelta
della funzione ¥ («,, z,) viene imposta in primo luogo dalla equazione

d1 congruenza [110. 16] che, nella supposta assenza delle forze di volume,
assume la forma omogenea:

Vi(oyg + 00) = 0. [112. 6]

Sostituendo allora per oy, 0, le loro espressioni in termini della fun-
zione di Airy otteniamo:

VV (2, 2) =¥ 1 + 2 1100 + Y oese = 0, [112. 7]

cioe la funzione di tensione deve risultare biarmonica. Nel problema,
piano di tensione la funzione ¥ (z,, x,), ancora biarmonica, deve soddi-
sfare ad una ulteriore restrizione e precisamente che V¥ sia una fun-
zione lineare in x, e wx, del tipo [111. 16].

In secondo luogo la scelta della funzione di tensione deve rimanere
subordinata alle condizioni imposte sul contorno € del dominio piano A.
Esprimendo nelle equazioni di equilibrio ai limiti [110. 9] le componenti
di tensione in termini delle derivate parziali della ¥ (x,, «,) otteniamo:

gj,22%1 — Yj,mnz = f;,

[112. §]
— ¥ 1ony + Fang = f,,

1 G. B. AIRY, Brit. Ass. Rep. (1862); Phil. Trans. Roy. Soc. London, 153, 49 (1863).
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o anche con riferimento alla fig. 118, introdotti i coseni direttori della
t&ﬂgente, 1’1 —_ %2’ 1’2 — %1:

da¥, w dw, w dx, —
— 1" 19 | ,22 1 -
ds ds ds 1112, 9]
a¥, W dx, . dx, _
- — 1 o 12 — 12
ds L ds 2 ds ’
X3 A \‘
|
S P »
¥ X,
[/
2
/ \ N'x,
P, 11X,
""""-n--.._c__ 1"}1
Sy
g
O .
O Xy
Fig. 118.

Integrando lungo il contorno da un punto fisso P, di coordinata
curvilinea s, ad un punto variabile P di coordinata curvilinea s, otte-
niamo le derivate parziali della ¥ nella forma:

l—p,zzfs f,(8)ds = K, (8) + ¢,
) [112. 10]
— ¥, = [ fa () ds = By (5) + &,

dove gli integrali sono stati indicati per semplicita di scrittura con F,
¥,, mentre ¢, ¢, esprimono due costanti di integrazione.

I1 problema al contorno per la funzione biarmonica ¥ (2, x,) espresso
dalle [112. 10] rappresenta un problema classico di importanza notevole
in molti eampi della Fisica-Matematica. Una utile trasformazione si
ottiene integrando il sistema differenziale [112. 10]:

P (5) = f (F,da, — Fydx,) = F (s) + ¢, [112. 11]

ed osservando che la derivata della funzione ¥ rispetto alla normale
esterna n al contorno puod essere scritta come:

d¥ dx,
= T,l'"fl‘}‘ ?,2”22“—(1?24‘02) - (£ + ¢)
dn as

[112. 12]

dr, G
ds (5).
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Le funzioni I (8) e G (s) cosl introdotte restano assegnate sul contorno €
dalla conoscenza delle forze di superficie f,, f,; in definitiva le condizioni
del problema biarmonico sul contorno ¢ assumono la forma equivalente:

dW
W —F(s) + ¢, —— =6 (s). [112. 13]

La trattazione del problema piano in termini della funzione di
Airy, come fu avvertito, presuppone I’annullarsi delle forze di volume.
Ma la linearita delle equazioni ci permette di utilizzare i risultati otte-
nuti, in quanto, se indichiamo con ¢9,, ¢9,, 7, 1a soluzione del problema
omogeneo [112. 1], cioé in assenza di forze di volume, e con oy, Go, Tyo
una soluzione del problema completo [110. 8], deve essere:

— 0 - 0 — 0 -
U].]. o U]_]_ _]— 0'11 9 0-22 — 022 '_I_ 0‘22 ’ 112 —_— le _|_ le » [112¢ 14:]

Non e difficile trovare delle soluzioni del sistema completo, almeno
per certe classi particolari di forze di volume, quali le forze di gravita
e le forze centrifughe.

Ad esempio per forze gravitazionali dirette secondo 1’asse z,, cioé per:

=0, p,=—¢g, [112. 15]
una soluzione particolare risulta immediatamente della forma:
oy =0, Ty =0, Opp = 0JT; [112. 16]

e quindi dalle[112. 14] si puo ottenere la soluzione generale del problema.

Nel caso di forze gravitazionali, poiché p,, p, sono costanti, risulta
evidentemente soddisfatta la condizione [111.17]: & quindi possibile
I’esistenza anche del problema piano di tensione. Al contrario, nel caso
di forze centrifughe di componenti:

Py = QTy, Py = QW [112. 17]

essendo o la velocitd angolare di rotazione intorno all’asse x,, risulta
Div p = 2pw? e non puo esistere il problema piano di tensione. Appare
dunque discutibile la trattazione del problema del disco rotante come
problema piano di tensione, seguita da alcuni Autori.

113. Tensioni principali e linee isostatiche.

Determinata la funzione ¥ (x,, x,) dalla risoluzione del problema al
contorno nella forma [112. 8] o [112. 13], sono immediatamente note
dalle [112. 5] le componenti di tensione oy, 0y, 7, in ogni punto del
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sistema piano. Nel problemi concreti puo interessare la ricerca dello
stato di tensione su piani diversi da quelli paralleli a1 piani coordinati

(2, 23) e (x, x3) al quall sono riferite tali componenti. Allora le tensioni,

Xs A T A

- M JL
Ty T
1
- A A~ :
ol . o
.
0y T} ‘71"
— T o
O j - ~
O11 T
—R - ::"'—
- n
Xy i 7y i
Y Oy
Fig, 119,

normale ¢, e tangenziale 7,, agenti sopra un piano generico di normale n
ed appartenente al fascio avente per sostegno un asse parallelo a a,,
si ottengono dalla costruzione piana di Mohr riportata nella fig. 119.

E opportuno ricordare, perché non sussistano ambiguitd nei versi
da considerare positivi o negativi per le componenti di tensione, che

queste sono da considerarsi positive se concordi con 1l verso positivo

XEEPA XEEH* XEE"—'I’A XEE—HA

s
_ — ' Vg —
T_”i"“” Tn = M =—v n _&ww =
Z >~ : ~¢ > -
n=n v § Ei!!a O, = 0y 1= — 1 ‘Tn'"';—‘rzl

/ Tﬂ — IIE

¥

Fig. 120,

degli assi coordinati quando rappresentino I’azione esercitata su un ele-
mento piano generico dalla porzione di piano situato dalla parte degl
assl positivi. Tale convenzione, costantemente adottata, e chiarita dalla
fig. 120 dove sono indicatiiversi delle componenti di tensione, normale o,
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e tangenziale 7,, in base a quanto si deduce dalla particolarizzazione
delle [20. 5] al caso piano in esame, cioe dalle [26. 1]:

Gp = Gr11%% + 0’22”% + 27151 Ny [113. 1]

T,, = O NV T OpuNo¥Vy + TpoMy Ve T Ty No?y

Fig. 121.

Tra tutti gli elementi superficiali piani del fascio avente per sostegno
un asse parallelo a x;, ne esistono due mutuamente ortogonali sui quali
agiscono esclusivamente tensioni normali o, o, (fig. 121):

G ] o 1 ;
= T Viow o AT . (1132

UlI

Sono le giaciture del piani principall, le cui normali restano individuate
dai valori a, dell’angolo a tali che:

>
tg2ay — ——2 [113. 3]

031 = Oy9

Le direzioni principali della tensione sono tangenti a due famiglie
di curve, le linee isostatiche, lungo le quali il materiale ¢ semplicemente
teso 0 compresso. Se esprimiamo con x, — ¥ (x;) Pequazione di una linea
1sostatica, indicando con un apice la derivata rispetto a «,, cioe
Yy = dx,/dx,, poiche tga, = ¥y’, otteniamo dalla [113. 3] espressa in ter-
mini di iga,: 21, 2

g2 0, = = 113. 4
g aO 1 . tgzaﬂ 1 _ y;z ? [ ]

da cul ’equazione differenziale delle isostatiche:

24 LTI 1. [113. 5)

T19
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Determinate in ogni punto dalla risoluzione del problema piano le com-
ponenti di tensione che compaiono nel secondo termine, I’integrazione
della [113. 5] fornird ’equazione delle isostatiche in termini finiti.

In modo analogo le direzioni delle tensioni tangenziali estreme 7, 7,
restano individuate dall’angolo a,, tale che:

Oy — O
g2 a0, = — HZT 2, [113. 6]
12

e quindi, esprimendo tg2a, in termini di tga; = yYp:

21 21
DT s —— 1113, 7]

si deduce cosi l'equazione differenziale per le direzioni delle tensioni
tangenziall estreme:

la cui integrazione puo essere effettuata una volta noti i valori delle
componenti di tensione in ogni punto del sistema.

11%. Soluzioni in coordinate ecartesiane.

Nel caso di sistemi piani di forma rettangolare si possono costruire
in modo elementare 1 alcune soluzioni del problema al contorno [112. 3]
che presentano un certo interesse applicativo.

Ad esempio, per una distribuzione uniforme di forze perpendicolari
ai bordi come indicato in fig. 122, evidentemente la tensione tangen-
ziale 7, © nulla lungo i bordi stessi. Le condizioni al contorno sono
allora:

oy = —1f per @ =0, x =a; n =+ 1, Ny = 0
B [114. 1]
Ogg = — fo DT X =0, X, = ay; 7y = 0, ny = -F 1.
Assunta la funzione di tensione nella forma:
(@), @) = — 3 (fe7 + fo23) , [114. 2]
otteniamo come componenti di tensione le:
oy =¥p=—f, on=%¥y,= —fy T=—¥1,=0, [114. 3]

1 A. MESNAGER, Comptes Rendus Acad. Seiences, Parig, 132, 1475 (1901).
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che verificano cosi le condizioni al contorno. Lo stato di tensione
¢ dunque uniforme; D’equazione differenziale [113. 3] si riduce alla
tg 2a, = 0 e le linee isostatiche risultano due famiglie di rette paral-

Xs A
fi=0 f, = cost
PR VoY VY Y vy }_‘m
I
> G - ] =
a MIRZ7)
g ] or e
' O
|y Gif — Tr
o,
D e e S Ff F }q 3
a, Jr
-1’
Fig. 122,

lele agli assi coordinati x;, @, rispettivamente. Lungo tali rette si
hanno tensionl principali di compressione ¢, = —f;, o, = — f,.

Come secondo esempio consideriamo una distribuzione uniforme di
forze tangenti al contorno indicata in fig. 123.

X2 )

1 — T f =0
| g g P —— P ——Pr —— P - —— P

R
B
IXAAXAXAXX

—y—— o . - i - e ae———

Fig. 123.
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f
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flzﬂ
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——l T e

Le componenti normali della tensione sono nulle lungo i bordi e
le condizioni al contorno divengono:

Tp=h=1 Dper: =02 =a; n,=F1, n,=0,

[114. 4]
Two=Jfa=17 per: &, =0, ¢, =ay; Ny =0, n,=F 1.
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Assunta la funzione delle tensioni nella forma:
¥ (xy, ;) = — TX %4 , [114. 5]
otteniamo come componenti di tensione le:
Oy = !P,zz = 0, Top == !If,n =0, T =— ¥ =1, [114.6]

che verificano le condizioni al contorno.
Xs A

R W %

L’equazione differenziale [113. 4] degenera nella tg 2a, = oo, quindi
le linee isostatiche sono rappresentate da due famiglie di rette orto-
conali inclinate di n/4 rispetto agli assi a;, @, rispettivamente. Come
mostra la rappresentazione piana di Mohr, lungo le rette di una fa-
miglia si hanno tensioni principali di trazione o; = 7, mentre lungo le
rette dell’altra si hanno tensioni principali di compressione o, = — 7.

Come ulteriore esempio consideriamo una distribuzione lineare di
forze applicate sui bordi paralleli all’asse x,, indicate in fig. 124 ed
equivalenti nel loro complesso ad un momento flettente. Le condi-
zioni al contorno divengono:

22 __
0'11=f1(1 2)]961': 2y =0, &y =way; ny=-F 1, n, =0,
Uy [114. 7]
essendo o,, = 0, 75, = 0 lungo tutto il contorno.
Assunta come funzione di tensione la:
/1 %5‘93 rs
'}/ (3'/'1, .’I,’z) - —a;g ( 5 e *—52-") ] [114. 8]
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otteniamo le componenti di tensione nella forma:

29,

Gllzfl(l_“ )7 Ogp = U, Ty = 0, [114. 9]

Ao

che verificano le condizioni al contorno.

Lungo la retta z, = a,/2 si hanno tensioni ¢, = 0, al disotto di tale
retta (r, < dy/2) si hanno solo tensioni principali di trazione o, = oy
e al disopra di essa (z, > a,/2) solo tensioni principali di compres-

sione o; = — oy;. Le linee isostatiche sono, come nel primo esempio
discusso, rette parallele agli assi coordinati xz,, ..

Data la linearita delle equazioni del problema ¢& possibile sovrap-
porre le diverse soluzioni elementari e pervenire cosi alla risoluzione

di casi pit complessi.
115. Trasiormazione in coordinate polari.

La trattazione di molti problemi piani riesce semplificata dall’im-
piego di coordinate polari in modo che la posizione del punto gene-

S
X3 A .
i
R S,
Q A
R, k v
> P
=
_ g Qo
dd Uor ’
? “r _
O‘ J { Xy
Fig. 125.

rico P, sia individuata dalla sua distanza r dall’origine e dall’angolo 9,
detto anomalia, formato dal raggio vettore r con un certo asse pre-
fissato, ad esempio «,.

Con riferimento alla fig. 125 congideriamo un elemento superficiale
di area d A = rdddr nella sua configurazione indeformata. Indicando
con #,, 4, le componenti di spostamento e con d., d; gli incrementi
differenziali, nelle direzioni radiale r e circonferenziale ¢}, possiamo de-



364 Problemi piani [Cap. X]

terminare in base a considerazioni geometriche le corrispondenti dila-
tazioni, lineari e,, ¢, ed angolare 2¢,,.
Infatti, se u,. rappresenta lo spostamento radiale del punto P,, la

nuova lunghezza P dell’elemento P,Q, vale dr + d,u, = (1 + u, ) dr,
e quindi:

PQ—PyQy (14 u,,)dr—dr

€, = = — U

Py, dr |

[115. 1)

La componente g, dipende non solo da u, ma anche da u,: per

ﬁhh.

effetto del primo si ha un allungamento dell’elemento P,R, pari a
dyuy = Uy 3d¢, mentre per ettetto del secondo la nuova lunghezza del-

Pelemento ﬁg risulta uguale a (r + u,) dd, e quindi:
[115 2]

(’er _'_ uﬂ,ﬂ) ’

Es —

PR, rdd

La componente ¢, si ottiene infine osservando che l’angolo a ri-

——
——t——

PR — 13;}{0 Uy o A0 + (r + w,) dd —rdd 1
,

sulta dalla differenza tra l’angolo u,, tra le direzioni PQ e P,Q, e
langolo u,/r di rotazione dell’elemento in s¢, mentre I'angolo f com-
preso tra le tangenti in P, ed in P risulta u, ,/r, per cui:

Eog = ! (a+ﬁ):i(1¢6r D | ur’ﬁ). (115, 3]
2 2 ’ ¥ r
Per quanto riguarda le componenti di tensione, normali o,, g, e
tangenziale 7,;, consideriamo ’equilibrio alla traslazione secondo r e ¢
dell’elemento di volume dV = rdddrdx,; come indicato in fig. 126.
In assenza di forze di massa ’equazione di equilibrio nella direzione
radiale r é:

(0,40, ,dr) (r +dr)dd + 74, A dr — o,7 dd—o,drd®=0, [115. 4]}

ed analogamente ’equazione di equilibrio nella direzione circonieren-

ziale risulta: 1115, 5]

(Trp + Tpp,dr) (r + dr)dd — 1,37 dd + 0y 5 AV dr + Ty, dr dd = 0.

Le equazioni indefinite di equilibrio in coordinate polari r e ¢ sono
dunque in definitiva:

I 1 | J?" I 0'1(}
Op p Topr o = 0 9
r r
. . 1115. 6]
| ré
Trﬁ,:r l Gﬁ,ﬁ Il = 0 ’
T r

in quanto 7., = 7,, per ’equilibrio alla rotazione.
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Per completare la trasformazione del problema piano in coordinate
polart dobbiamo esprimere gli operatori di derivata parziale rispetto
alle variabili x;, x,, indicati brevemente con &,, 2,, mediante gli ope-

ratori corrispondenti o,, @, di derivata parziale rispetto alle varia-
bili r, ¥, cioe:

0 = 0,07 + 9,0, Oy = 8.0, + 930,1 . [115. 7]

X2 k

Fig. 1286.

Con riguardo alle relazioni fondamentali tra le coordinate carte-
silane x,, o, ¢ le coordinate polari », 9:

Xy = 7T CO8 ¥, Xy = 7 SIN ¥, [115. 8]
e le loro inverse:
2 2 2 Lo
rée = x| 4 x5, V= arctg? , [115. 9]
1

otteniamo le derivate parziali di r», ¢ rispetto a x,, x, nella forma:

T X sin 9
317‘: ! -*“-"COS??’ 8129:-————2- g ;
r ra r
[115. 10]
x , @ Ccos ¥
r 72 r

S1 hanno quindi le seguenti formule di trasformazione per gli ope-
ratorl di derivata parziale del primo ordine:

sin. ¢
312008’&8?,——— aﬁ!
r
[11bH. 11]
_ cos o
dy = SIN ¥ 8, Op s

?o‘-
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ed analogamente quelle per gli operatori di derivata parziale del se-
condo ordine:

sin? 9 1 sin2d% /1
0% = cos2 o7, (Q.- | 33«3) | 5 ('— O —— 3?2-19) )
7 r ¥ r

, CcOs? 1 sith 2% 71
82, = sin? 937, - (ar g agﬁ)-— (-_-— &g afﬂ), [115. 12]
r 27 7
1 1 1 cos 29 /1
2 -
312:—2——3111219(@3? - ar—-}-{agﬁ)—— - (T aﬁ—-—afﬂ).

Se facciamo coincidere ’asse x, con 1l raggio vettore r, 1 precedenti
operatori [11H. 12], per ¢ = 0, sin ¢ = 0, cos ¥ = 1, assumono le
espressioni semplificate:

1 1 1

1

o 9 o : 2 __ 2

011 = 099y Ogp = " Op . Oppy O1g = 3 Oy -1 . Oy9. [115.13]
2

Ma in tal caso le componenti di tensione in coordinate polari
coincidono con le componenti di tensione in coordinate cartesiane,
cioe ¢, = 0y;, Oy = 0o, T,3 = Typ, PEr cul, con riguardo alle {115. 13],
possiamo esprimere le prime in termini della funzione di tensione

W (w1, x) = ¥ (r, V):

1 1
U?" — !p’zg — ]:p’r E 2 T,ﬁﬁ’
r r
0y =V =Y,,, [115. 14)
1 1
Ty = Ve = — Y
r r

L’operatore di Laplace in coordinate polari risulta po1 dalle [115. 13]

CcoINe:

1 1
VE@%I—[—SSQISE?,{ ar}

- - 054, [115. 15]

e quindi la biarmonicita della funzione di tensione viene espressa in

coordinate polari dalla condizione:
[115. 16]

VV!PEagtlalla? 82!{/'16'{11 o2 W) —
?"T‘]Tfl g 00O re | 7 l 9O 0.

r
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Nell’ipotesi di un legame costitutivo di tipo lineare elastico isotropo
otteniamo le relazioni tra le componenti di deformazione e le compo-
nenti di tensione in coordinate polari nella forma:

2 p
Or = T g, L) & T el

o
0y = — _[(1—1) e, + vel, [115. 17]
1 — 2y

Tri} = 2:“‘9:*19 ’

e le relazioni inverse:

1
e, = 5~ [(1—2) 0, —ra)],
7/
1
gy = (1 —v9v) og—vva,], [115. 18]
2 p
1
Epp == 2‘{,& Trf} .

Esprimendo in queste ultime le componenti di deformazione in

termini delle [115. 1], [115. 2], [115. 3], si ottengono tre equazioni dif-
ferenziali:

1
Up p = [(1_1") gr"_'vgﬁ]!
’ 2#
1 1
= (U, + U g) = ——[(1—7) 0p—va,],  [115.19]
¥ 2 u
1 1
Uy, r (ur,ﬂ T uﬁ) — —— Tpp

dalle quali, determinate le componenti di tensione dalla soluzione del
problema biarmonico, ¢ possibile ricavare per integrazione le compo-
nentl1 di spostamento ., u,.

Dovremo 1nfine considerare la componente di tensione o, secondo
P’asse x5, necessaria per garantire lo stato piano di deformazione e,, = 0.
Conviene per uniformita di notazione riferirci ad un sistema di coor-
dinate cilindriche r, ¥, 2 nel quale r, ¥ hanno il significato [115. 9]
mentre z coincide semplicemente con z;, per cul la componente as-
slale di tensione sara indicata con o, = 0a,.
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116. Stati piani simmetriel.

Particolarmente semplice risulta l’impiego di coordinate polari
quando la distribuzione di tensioni-deformazioni sia simmetrica rispetto
al centro O del sistema piano. In tal caso la tensione tangenziale 7,4
deve risultare identicamente nulla e le tensioni normali, radiale o, e
circonferenziale ¢,, devono essere indipendenti dall’anomalia ¢.

Le equazioni di equilibrio [115. 6] si riducono ad una sola equa-
zione differenziale ordinaria nella variabile indipendente r:

dgr 0.?' - G,ﬂ.
| — 0. [116. 1]

ar r

L’equazione di congruenza [115. 16] diviene semplicemente:

d? 1d)(d2'ff|1d!lf

VV'PE( ' — -
o dr drz ' r dr

— ) _ 0, [116.2]

e, posto loperatore di Laplace nella forma equivalente:

vy dzy¥ r 1 d¥ 1 d ( d¥ ) 116 3
== - — r :
dr2 = r dr r dr dr ]’ ]

assume la forma compatta:

vvyf———d{rd'l ¢ (, ¥ ﬁ}—o '116. 4
~dy d?'ufrd'r(d’r)_—' - 4]

I’integrale generale di tale equazione risulta immediatamente, indi-
cando con ¢, ¢, €3, ¢, quattro costanti:

P (r)y = ¢, Inr + ¢r2lnr 4 c;r? + ¢4, [116. b]

per cui le componenti di tensione [115. 14} hanno le espressioni:

1 d¥ ¢
JT: T.d?c = Tz i 02(1+21HT)-|—203,
[116. 6]
az¥ ¢y
Oy = & = T 2 e (3 +21Inr) + 2c3.

Esprimiamo ora nelle [115. 19] le componenti di tensione o,, ¢, 1N
termini delle [116. 6] e teniamo presente che per 7., = 0 ¢ anche
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¢.s = 0. Risultano in tal modo le tre equazioni:

1 C
0, = = e[l —4y +2(1—29)In7] + 2¢, (1 —29) ¢,
"‘ 2u | r? ]
1 1 ¢y
(- ,5) = - {— L 6,3 —4v)Inr + 26, (1-—-21»)}, 1116. 7]

PUg p + Up g — Uy =1 .

Integrando la prima equazione rispetto a » otteniamo la compo-
nente di spostamento u,. nella forma:

1
U, = { O - er{2(1—2v)Inr—1] + [116. 8]
2 u r

+203T(1""‘27’)} + f(9) ,

dove f(#}) e una funzione arbitraria della sola variabile . Sostituendo
Pespressione trovata per u,. nella seconda equazione ed integrando ri-
spetto a ¢ otteniamo la componente di spostamento u,:

Uy = —2— Cy (1 — v) 7 —-—f]‘(ﬁ) dd + g(r), [116. 9]
7

dove ¢(r) ¢ una funzione arbitraria della sola wvariabile r.
Sostituendo dalle [116. 8] e [116. 9] nella terza [116. 7] otteniamo
Pequazione differenziale:
dg

df [ _— |
O 1@ as=r =L 4 g, [116. 10)

dalla quale, poiche i1l primo membro e funzione di ¢ ed il secondo
funzione di r, risulta necessariamente:

f(¥) = a, sin ¥ 4 a, cos 4, g(r)y = c¢r, [116. 11]

essendo «a,, a,, ¢ tre costantl arbitrarie.
Abbiamo in definitiva le seguenti espressioni per gli spostamenti:

1
U, = 5 {———(-31- + Cr[2 (1 —2v)Inr —1] —|—2c3?'(1—2v)} +
7 r
+ a, s1n ¥ - a, cos I, [116. 12]
2
Uy = — C, (1 —v) rd + a, cos & — a, sS1n 9 - cr,
u

a meno di sei costanti a,, a,, ¢, ¢, ¢, ¢; da determinarsi in base alle
condizioni particolari di ogni singolo problema.

24 — BALDACCI, 1.
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Per u,, 4, indipendenti da ¢ le equazioni precedenti si sempliticano
in modo ovvio ponendo @, = a, = 0. Lie componenti di deformazione,

radiale ¢. e circonferenziale ¢, risultano allora dalla particolarizzazione
delle [115. 1] e [115. 2] nella forma:

g, = — g = — , [116. 13]

da cui la seguente equazione esplicita di congruenza in termini di
deformazioni:

d (1&g)
dr

e, = 0. [116. 14]

Se 1la sezione ¢ un cerchio le costanti ¢, ¢, devono essere identica-
mente nulle per evitare che le componenti di tensione presentino un
punto di infinito nell’origine. Ne consegue che lo stato di tensione
risulta uniforme secondo tutte le direzioni del piano (x; ,). Lia pre-
senza di un foro che racchiuda l’origine da luogo ad un dominio plano
a connessione doppia nel quale le costanti ¢;, ¢, possono essere di-
verse da zero ed esistono in tal caso stati di tensione non necessaria-
mente uniformai.

A titolo di esempio consideriamo un cilindro circolare cavo sog-
getto ad una pressione uniforme sulla superficie interna ed esterna:
la soluzione originale di tale problema & dovuta a LAME !. Con rife-
rimento alla fig. 127 le fre costanti di integrazione ¢,, ¢,, ¢; devono
essere determinate dalle due condizioni sul contorno interno e sul con-
torno esterno, cioeé:

0, = — Pa per ¥ — &,
[116. 15]
G, = — Py per r=2>.

|

Poiché il numero delle costanti arbitrarie supera quello delle con-
dizioni, la distribuzione delle tensioni sembrerebbe indeterminata. Cio
deriva dalla connessione multipla del dominio: ¢ necessario percio 1m-
porre la condizione che lo spostamento sia una funzione monodroma
di 9. Supponiamo allora che per un certo valore ¢ dell’anomalia vi
sia un taglio in modo che nel dominio a connessione semplice cosi
ottenuto una distribuzione simmetrica della tensione non sia necessa-
riamente associata ad una distribuzione simmetrica dello spostamento.

1 G. LaMmi, Lecons sur la théorie mathématigque de lelasticité des corps solides, pp. 188-193,
Paris, 1852,
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La seconda [116. 12] mostra come la componente circonferenziale u,
dello spostamento sia una funzione polidroma di ¢ ed assuma valori
diversi quando ’anomalia 4 venga aumentata di 2x, cioé arrivando
allo stesso punto dopo aver compiuto un giro completo. L’impossibi-
lita fisica di tale risultato impone ¢, = 0: questa ¢ dunque la condi-
zione ulteriore per rendere la distribuzione delle tensioni determinata
senza ambiguita.

‘} —

Fig., 127.

Abbiamo allora dalla condizione [116. 15], per ¢, = 0, con riguardo
alla prima [116. 6]:

€1
‘F‘FQ%:"“‘?{: per r = a,
[116. 16]
%
S t2ea=—p, per r=b,
da cul s1 ricavano le costanti:
(Pp — Dq) @*b? Ppb* — p,a*
¢, = g2 . Cq = — 2 (07— a¥) (116, 17]
e quindi in definitiva le componenti di tensione:
1 - 2 P 1 2 2—
0p = - b2 — g2 _pbb — Pa A" 2 (pb__pa)a’ b“?
[116. 18]
1 PRy 2 4 272
%o = — Gz |Pol" — Pa®® - = (Py— Pa) @ bﬂ-
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La componente di tensione o, agente sugli elementi superficial-
piani paralleli al piano (x, x,) e diretta secondo l'asse z = ¥ 51 ot-
tiene dalla [110. 7] nella forma:

[116. 19]

Nel caso presente lo spostamento deve essere assialmente simme-
trico, cioé f(9#) = 0 e quindi nella [116.11] le costanti a; = a, = 0

{ |

—

T
b

Fig. 123.

per & qualsiasi. Sostituendo allora i valori [116. 17] delle costanti ¢,, ¢,
nelle espressioni [116. 12] otteniamo le componenti di spostamento nella

forma: (p, — py) a2b? + (1 —2%) (a®p,— b%p,) 7°
U, =
2ur (b* — a?) ~ [116. 20]

’t&ﬂ:(}?’,

e quindi la componente circonferenziale risulta una pura rotazione di
moto rigido, che rimane indeterminata essendo il cilindro privo di vincoli.
Nel caso particolare in cui p, = 0 ed il cilindro sia soggetto uni-

camente ad una pressione interna p = p,, le componenti di tensione
risultano dalle [116. 18] e [116. 19], nella forma:

D Q> b®
Ir T Thr g2 (1_72_)’
D a | b2
0'19. —_— _52_@2 (1 | Tz), [116. 21]
az
g, = 2v -~ P
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e le componenti di spostamento dalle [116. 20]:

1 " D a?bh? o
U, = 21 (b2 — a?) ” - (1 —2v) a®pr|,

[116. 22]
%520?’.

Poiche b > a, per ogni valore di r la tensione radiale o, & sempre
una compressione mentre la tensione circonferenziale o, & sempre una
trazione: il loro andamento lungo lo spessore del cilindro ¢ indicato
in fig. 128. La tensione ¢, ¢ una trazione uniforme.

117. Stati piani radiali.

Un’altra classe di problemi piani di trattazione abbastanza sem-
plice & rappresentata dai cosiddetti stati semplicemente radiali, nei
qualil I'unica componente di tensione diversa da zero & quella radiale o,.

le
Fig. 129.

Consideriamo un semispazio soggetto ad una distribuzione costante
di forze applicate lungo una retta parallela a z = x,, come indicato
1n fig. 129.

Il problema si presenta piano nella deformazione con le seguenti
condizioni al contorno:

g, = 0, T, = 0 per ¥ = 4 #=/2, [117. 1]

le quali suggeriscono di assumere come funzione di tensione il pro-
dotto:

¥ (r,?) =ryp(d), [117. 2]

dove y(¢}) € una funzione incognita della sola 4.
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Abbiamo dalle [115. 14] le componenti di tensione nella forma:

1 7t (ﬁ) | dZ,q)ﬂ
A do?

, g, = 0, 7., = 0, [117. 3]

e dalla [115. 16] ’equazione d1 congruenza:

1 1 1 1 déy

che, sviluppata, diviene:

1 (dy d*y
F(dm -2 —C 1,0(29)) — 0. (117. 5]

Per r arbitrario, ’equazione differenziale del quarto ordine, ottenuta
uguagliando a zero P’espressione tra parentesi tonde della [117. 5], ha

come integrale generale:

() = ;P sin ¥ + P cos & + ezsin ¢ 4- ¢, cos ¥,  [117. 6]

dal quale, con riferimento alla [117. 3], otteniamo la componente ra-
diale di tensione:

2
o, = - (¢; CO8 ¥ — ¢, 81N V) . [117. 7]

r

La simmetria rispetto all’asse x; secondo 1l quale agisce la forza F,
permette di affermare che la o, deve mantenersi 1nalterata scam-
biando & con — ¢, per cul necessariamente ¢, = 0.

La costante ¢; viene determinata dalla condizione che la risultante
verticale delle forze agenti su una superficie cilindrica generica di
raggio » deve equilibrare la forza F, e quindl integrando le compo-
nenti verticali o.r d9 cos ¢ agenti su ogni elemento rdd di tale su-

perficle:

) £ s
2f o.rcosddt =—F. [117. 8]
0
Sostituendo il valore [117. 7] per o, risulta in definitiva ¢, = — F/n,
per cul: o T
g, = — cos ¥, 1 117. 9]
T

cioé ogni elemento a distanza r dal punto di applicazione della forza F
& soggetto a semplice compressione secondo la direzione radiale. La
tensione o, ¢ dunque costante in tutti i punti di un cerchio avente 1l
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centro sull’asse x; e tangente all’asse x, nel punto di applicazione del
carico, dove la tensione stessa diviene infinita. Sul cerchi o, = cost,

indicatl in fig. 129 e costante anche la tensione tangenziale = g,/2.

max

Lo stato di tensione sopra un piano parallelo al piano (x, ;) € posto

alla distanza d = r/cos ¢ da questo s1 ottiene determinando dalla sem-
plice compressione radiale le componenti cartesiane di tensione me-
diante le formule di trasformazione [22. 3]:

2F
0y, = 0, CO8% ¥ = — cost 9,
nd
. 2F .
Og9 = 0, SIN? ¥ = -— F sin? & cos? ¢, [117. 10]
1Y
. 28
Ty = 0, 8iN & CO8 ¥ = — - sin 9 cos® 9.
(L

Le componenti di spostamento si1 ottengono ancora dalle [115. 19]
tenendo presenti le [117. 3] e la [117. 9], cioe dalle tre equazioni dif-
ferenziali:

Uy, = - cos ¥,
y I7
Up + Ugg == — cos ¥, [117. 11]

Up g —— Uy + TU,, = 0.

Integrando la prima equazione abblamo:

U, = — —=nF In r cos & - f(9), [117. 12]
T

che sostituita nella seconda permette di ricavare u, per integrazione
dl questa:
v I (1 — ) F

vy = S 4 = In 7 sin & — [ f(8) d9 + g(r). [117. 13]

Sostituendo i valori trovati nella terza equazione otteniamo infine
1’equazione differenziale:

df (1 —2v) F

dyg
_I__
d v TC (4

dr ’

sin & -+ f F(D) dD = g(r)—r [117. 14]
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che ammette 1 due integrali generali:

1 —2%) F
f(ﬁ):.-—( 23_;) ¥ sin ¢ + a, sin ¢ + a, cos ¥,

[117. 15]
g(?’) = CT

dove a,, a,, ¢ sono tre costantl arbitrarie.

F

Kig. 130.

Le espressioni [117.12] e [117. 13] degli spostamenti assumono la
forma:

o 1 — 2% .
U, = — (1 — ) In » cos 9 - P sin 9 -+
- Tu L 2 _
+ a, sin & -+ a, cos P
: ; ! [117. 16]
F o : |
Uy = (l—v)lnfrsmﬁ—(l——ﬂv)ﬁcosﬁ—]——2—811119 -
T L _

+ a, cos ¢ — a, sin ¥ + cr.

La simmetria rispetto a a; esclude che ne1 punti di tale asse si
verifichino spostamenti orizzontali: la condizione #; = 0 per 4 = 0
richiede @, = ¢ = 0. Se inoltre supponiamo che ad una certa distanza d
dal piano x; = 0 lo spostamento verticale del punto x; = d sia nullo,
la condizione u, = 0, per # = 0 e r = d, richiede:

d
a, = (1 —v9) Fln ——,

7T

Nella fig. 130 e riportato 11 diagramma degli spostamenti verti-
cali u, dei punti posti sull’asse x, (¥ = 4+ #/2). Su tale asse gli spo-

stamenti orizzontali %, hanno un valore costante e sono diretti verso
I’origine 0.
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In modo analogo puo essere trattato il caso di una forza F appli-
cata 1In O e diretta secondo 1’asse x,, come indicato in fig. 131 a). La
componente radiale di tensione risulta in tale caso:

2F
o, = sin ¢ . [117. 17]

Tr

Sovrapponendo i due casi, di forza perpendicolare al contorno e
di forza parallela al contorno, otteniamo la soluzione per una forza F

a) b)

Fig. 131.

inclinata dell’angolo o rispetto alla verticale, come & indicato nella
fig. 131 b):

[117. 18]

2 2K
o, = — (£ cos a cos ¢ — F sin a sin ) = — cos (a + 7).
r T

Con lo stesso procedimento si possono studiare casi pilt complessi
di carico quali una coppia applicata in O, una successione di forze
concentrate o un carico distribuito.

La distribuzione semplicemente radiale pud essere utilizzata nel-
P’analisi dello stato di tensione in un cuneo sollecitato da una forza
concentrata nel suo vertice, come indicato nella fig. 132.

Nel caso simmetrico di fig. 132 a) le condizioni lungo i lati 9= -+ «
del cuneo sono verificate assumendo:

¢, ' cos
g, = — . y O3 =10, 1.,=0, [117. 19]

dove la costante ¢, & determinata dalla condizione di equilibrio nel-
'origine O, dovendo la forza F essere equilibrata dalla proiezione ver-
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ticale della risultante delle tensioni radiali agenti sulla generica super-
ficie cilindrica di raggio 7:

rdd + F =0, [117. 20]

J"""‘ ¢, F' cos? ¥
r

ed effettuando Vintegrazione indicata:

¢, = (a + % sin2a)"t,

F
> F_ 0, .
X Xq
r
IIE.
/Lm—>—/mA\
XY xl‘!’
a) b)
Fig. 132.
da cul:
F cos ¥
G? — - . [117. 21]

r (a + % sin 2a)

La tensione o, trovata si riduce, per a = x/2, alla, soluzione corri-
spondente [117. 9] del semispazlo.

La distribuzione della tensione radiale non é uniforme: 1l valore
massimo si ha lungo Passe x;, per ¥ = 0.

Nel caso antisimmetrico di fig. 132 b) assumiamo come componenti

di tensione le:
¢, F sin ¢

g, = — " , 63=0, 1,,=0, [117. 22]

od osserviamo che la condizione di equilibrio secondo I’asse @, € verl-
ficata dalla distribuzione antisimmetrica della tensione radiale. La con-
dizione di equilibrio per la componente orizzontale della risultante
delle tensioni agenti su una generica superficie cilindrica di raggio 7:

* ¢ Fsin 9
__f rdr + F = 0 [117. 23]

/r
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permette di ricavare la costante:

¢; = (a— % sin 2a)71

e quindi la tensione radiale:

F sin 9
G, = _ : [117. 24]
r (a — % sin 2 a)

Sovrapponendo le soluzioni [117. 21] e [117. 24] possiamo studiare

11 caso di una forza F agente nel vertice O e comunque diretta nel
plano (x; x,).

118. Coneehtrazione delle tensioni.

L’impiego delle coordinate polari permette inoltre di trattare in
modo semplice I'interessante problema relativo all’influenza di piecoli
fori sulla distribuzione delle tensioni.

X2 A

ARRERREEREE
R T =

Fig. 133.

Consideriamo un sistema piano di forma rettangolare, con un pic-
colo foro di raggio a, sollecitato a trazione uniforme su due lati op-
posti come indicato in fig. 133. Nei punti del contorno di un cerchio
di raggio b lo stato di tensione non sara alterato sensibilmente dalla
presenza del foro, in quanto il prinecipio di equivalenza elastica, di-
scusso nel § 45, c1 assicura che la distribuzione delle tensioni a distanza
sufficientemente grande rispetto ad a sara praticamente uguale a quella
in assenza del foro. Ora quest’ultima risulta una trazione uniforme
oy = f;, come si ottiene dal primo caso trattato nel § 114.

In coordinate polari la tensione o,, equivale alle due tensioni:

0, = 033008 ?cos P = 3% o3 (1 + cos 29),
[118. 1]

T,p =— 03, COS ¥ 8in ¢ = — 1 gy, 8in 29,
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che, considerate come forze di superficie applicate al contorno esterno
del cilindro cavo di raggi a e b, equivalgono ad una componente ra-
diale costante 1 o;; e ad una componente variabile con ¢, costituita
da una parte radiale % g, cos 29 e da una parte circonferenziale
— 2 sin 2.

Le tensioni prodotte nell’anello dalla componente costante risul-
tano dal problema risolto nel § 116, precisamente dalle [116. 16] scritte

per p, = — % o1, Po = 0 e per a/b ~ 0, nell’ipotesi cioé di un raggio «
del foro molto piccolo rispetto a b:
: ¢ a® , o a’
ol = 2 (1_.. Tz), oy = 2 (1 | Tz). [118. 2]

Le tensioni prodotte nell’anello dalla componente variabile con 9
possono essere derivate da una funzione di tensione della forma:

Y (r, 9) = w (r) cos 29, 1118. 3]

la quale, sostituita nell’equazione di congruenza [115. 16], fornisce per
ogni ¢ la seguente equazione differenziale ordinaria del quarto ordine
nella y (7):

(d2 1 d 4)(d21p | 1 dy 4y o 118, 4]
dr2 = r dr 2/ \dr2  r dr 7‘2)_ ' '
L’integrale generale di tale equazione e:
C3
w(r) = ¢yr® + 07* 2 T C4 [118. 9]
al quale corrispondono la funzione di tensione:
c
¥ (r, V) = (017'2 + eprt + -—z -+ 04) cos 2 v [118. 6]
r
e le componenti di tensione:
1 1 6c 4c
0'::'_(?1« | WM):—'(QCH | = 4)008229‘,
r ’ r r4 ra
y 6 c,
6y = ¥ .. = (201 + 120,7% 4 —; ) cos 2, [118. 7]
‘ r

1 bc 2¢
A—— (._ !{f) = (201 + 60yt — —— — 24) sin 29 .

7 ré re
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Le costanti di integrazione vengono determinate dalle condizioni
al limiti, precisamente dalle [118. 1] sulla circonferenza esterna (r = b)
e dall’assenza di forze applicate sulla circonferenza interna (r = a):

b, ; 4¢, 1

20y ph U p2 0 011

6c 2¢ 1

2 ___ 8 _  _
2¢; + 6¢,b r el > Oyq
[118. 8]
- be, ey

201 l a"i-l: | az — 0,

bc
2¢, + 6¢,a? a;'f —2¢, = 0,

dalle quali risolvendo 1l sistema e ponendo, al solito, a/b ~ 0 otteniamo
le costanti:
011 at oy (o Oy

Glz—T, 0220, Cq — —— 1 ] Cqy — 0 . [118.9]

Sostituendo questi valori nelle [118. 7] e sommando le tensioni
[118. 2] prodotte dalla componente uniforme o,, = f; troviamo le ten-
sioni in coordinate polari 1:

fi 1 a? 3 at 4 a? “
v, ———(1-—--—-)+(1 | —_— )005279,

|

2 r? rd 72
i, , @ - 3a )
, :_2_1(1 i 7»2)_(1 - ) cos 29, [118. 10]
fy 3a*  Za*\ |
1:.,.19:--2 (1 el T2)sm2@9.

A distanza notevole dal foro, cioé per r molto grande, le tensioni o,
e 7,, tendono ai valori [118.1]. Sul contorno del foro, per r = a,
abbiamo:

c,=0, oy3=f(1—2¢c082¢%), 1,,=0, [118. 11]

e la tensione circonferenziale assume un massimo ¢, = 37, per ¥ = z/2
e ¥ = 3xn/2, croe agli estremi del diametro perpendicolare alla dire-
zlone della trazione f,. In questi punti ¢, ha dunque un valore triplo
di quello corrispondente alla tensione uniforme in assenza del foro.

1 G. KIRsCH, Ver. deulsch. Ing., 42 (1898).
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Negli estremi del diametro parallelo alla direzione della trazione f,,
per ¢ =0 e ¢ =x, 05 = — f; ed & quindi una compressione.

Nella sezione mediana perpendicolare all’asse x,, la tensione circon-
ferenziale, per & = =/2, diviene:

A
2

a2 3at
(2 g | ), [118. 12]

P2 rd

Oy

e sl avvicina rapidamente al wvalore f; con l'aumentare di r, come
mostra il diagramma di fig. 133.

La concentrazione di tensioni sul contorno di un foro circolare
rappresenta un problema del massimo interesse nelle applicazioni. Nel
caso di uno stato di tensione variabile ciclicamente da valori positivi
a valori negativi, 1 conseguenti fenomeni di fatica possono produrre
fessure in talli zone particolarmente sollecitate.

119. Soluzione generale in termini di potenziali eomplessi.

Sinora abbiamo discusso aleuni procedimenti particolari per la ri-
soluzione di specifici problemi elastici piani nella deformazione. Nel
presente § 119 vogliamo esporre brevemente un metodo generale di
soluzione, fondato sull’impiego sistematico della variabile complessa,
dovuto sostanzialmente a KoLosov 1l e successivamente sviluppato da
MUSHELISVILI 2. Seguiremo perd i lineamenti di una impostazione di-
versa, derivata indipendentemente da STEVENSON 2, la quale appare piu
diretta e permette una sua immediata estensione al caso piu gene-
rale in cui siano presenti anche forze di massa.

a) Componenti di spostamento e di tensione in forma complessa.

Introdotta la variabile complessa 2 e la sua coniugata z, definite
rispettivamente:

2 =2, + 1, , 2 = Iy — 1% , [119. 1]

otteniamo le seguenti espressionl per gli operatorli di derivata par-
ziale o,, &, rispetto alle variabili reali «;, 2, e per gli operatori di

derivata parziale ¢,, o; rispetto alle variabili complesse z, z:

alzaz—l—aé, 32:@'(33——35); [1192]

1 G, V. Korosov, Comptes Rendus Acad. Sciences Parts, 146, 533 (1908); 148, 1242 (1909);
Zeils. Math, Phys., 62, 384 (1914).

2 N. I. MUSHELISVILI, Math. 4nn., 107, 282 (1932); Doklady Akad. Nauk URSS, 3,7, 73, 141
(1934),

3 A, C. STEVENSON, Phil. Mag. (T), 3%, 766 (1943); Proc. Roy. Soc. London (A), 184, 129 (1945).
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.20, = 9, — 19, , 20; = 0, | 19, . 1119. 3]

Consideriamo allora le equazioni indefinite di equilibrio [110. 8] 1n
assenza di forze di massa:

oy + Tme =0, Tp1 1+ Oz = 0, [119. 4]

e sommiamo la seconda alla prima moltiplicata per 1'unita immagi-
naria ¢. L’equazione complessa cosl ottenuta con riguardo alle [119. 2]:

(011 — O + 27:712),5 + (o1 + Uzz),é = 0 [119. 5]

Sy

risulta identicamente soddisfatta da una funzione I (z,2) tale che:
F:z — Ul]. —|"‘ 622 ’ '_'_F’E — 0'11 I 0'22 _]_ 2?: 712 . [119. 6]

Definito allora lo spostamento complesso:

W (2, 2) = Uy (@1, Xg) + 1Uy (T, T3) [119. 7]
deriviamolo rispetto a 2z e 2 tenendo presenti le [119. 3]:

2w,5 = Uy — Ugo T v (“2,1 + ’“1,2)5 [119. 8]

2@0,5 — %1’1 _I_ ’M2’2 + i (%2,1 E— uljz) . [119. 9]

Con riferimento alle relazioni di legame elastico lineare isotropo
[110. 10], dove le component: di deformazione &,;, &, £33 SONO espresse
in termini delle componenti di spostamento u,, #,, sommiamo alla
prima di esse la seconda moltiplicata per — 1 e la terza moltiplicata
per 24, in modo da ottenere ’equazione complessa:

O — Ops + 20 Ty = 2p Uy g — Upp + 0 (Uyp + Ugy)] . [119.10]

11 confronto di questa equazione con la seconda [119. 6] e con
la [119. 8] permette di scrivere:

dpw; = 0y — gy + 2613y = — F ;, [119. 11]
da cui integrando rispetto a z:
buw = — F (2, 2) -+ f(2), [119. 12]

dove f(z) & una funzione arbitraria della sola variabile z. Analogamente,
sommando membro a membro le prime due [110. 10], cloe:

01 1 O = 2 (A + u) (’“1,1 1 %2,2) 3 [119. 13]

possiamo scrivere la [119. 9] nella forma:

4 (A +p)w, =0y + 0 + 20 (4 + p) (Ugy — Uyp) . [119. 14]
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Se ora deriviamo la [119. 12] rispetto a 2z e teniamo presente la
prima [119. 6]:
duw , = — (o + o) + ['(?), [119. 15]

avendo indicato con un apice la derivazione rispetto a z, potremo
eliminare w , tra la relazione trovata e la [119.14] e pervenire cosi
all’equazione: |
o7 ,
011 T+ O — 11— (’“’2,1 — Uy o) = 4¢'(2), [119. 16]

dove v = A/2 (A + u) é 1l rapporto di Poisson e:

1

p(2) = — T f(2) . [119. 17]

Indicando con ¢’(z) la complessa coniugata della ¢’(z), dove Papice
esprime ora la derivazione rispetto a 2z, la somma di queste funzioni
risultera uguale al doppio della parte reale di ¢’(2), ciloe:

2R ¢'(2) = ¢'(2) + §'(2) . [119. 18]

Percio, tenendo presente la prima [119. 6], la parte reale al primo
membro della [119. 16] potra essere espressa nella forma:

F,z = 0y + 0y = 2[¢'(2) + ¢'(2)], [119. 19]
ed 1ntegrando rispetto a 2z, anche:
F(z,2) = 2[p(2) + 2 ¢'(2)] + »(2), [119. 20]

dove w(z) ¢ una funzione arbitraria della sola variabile z.
Lo spostamento complesso [119. 12], con riferimento alla posizione
[119. 17], diviene dunque:

2 (g + Tty) = (3—4) @) —2 ¢'(B) —p(3),  [119. 21]

mentre le componenti di tensione risultano dalle [119. 6], [119. 19] e
[119. 20] come:

011 -+ Ogp = 2[@'(2) + 65’(5)] ’
O;1 — Opp + 20 Ty = — 2[2 E”(E) + p'(2)] .

La distribuzione degli spostamenti e delle tensioni viene data cosi
in termini dei potenziali complessi ¢p(2) e w(z): separando la parte reale
dalla parte immaginaria otteniamo dalla [119. 21] due relazioni per u,,
u, ¢ dalla [119. 22] tre relazioni per oy, 0., 7. Talora riesce utile

[119. 22]
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sostituire alla seconda [119. 22] una relazione equivalente ottenuta da
questa scambiando ¢ con — ¢, cioe:

0y — Ogp — 21 T3y = — 2[2 9"/ (2) + 9'(2)] . [119. 25]

b) Restrizioni sur potenziali complessi.

Se la regione occupata dal sistema piano ¢ a connessione semplice,
i potenziali complessi ¢(z), w(2) saranno funzioni monodrome in tale

Xa A

F }_
ol Xq
Fig. 134.

regione in virtu del loro carattere analitico, ma se la regione ¢ a con-
nessione multipla allora essi potranno risultare funzioni polidrome.

Indicando con [f}5 l’incremento subito dalla funzione f mel pas-
saggio dal punto A al punto B lungo un percorso AB, le condizioni
per la monodromia delle tensioni risultano dalle [119. 22] nella forma:

[¢'(2) + ¢’ ()1 =0, [2¢"(23) + ¢'(2)]4 =0, [119.24]

su ogni contorno chiuso nella regione. Ne segue che:
[¢" ()5 =[¢" ()]s =[¥' (&)1 = 0. [119. 25]
Se gli spostamenti sono monodromi otteniamo dalla {119. 21}]:
(3 —4v) p(») —2 ¢'(r) —p(2)]1 =0, [119. 26]

da cui derivando rispetto a z e confrontando con la prima delle equa-
ziont {119. 24]:
[¢"(2))4 =[¢'(2)]1 = 0. [119. 27]

Con riferimento alla fig. 134 determiniamo la forza risultante

R = (R,, R,) ed il momento risultante M agenti sopra un arco AB.

25 — BALDAcCcI, 1.
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Le componenti della tensione su un elemento ds di AB nelle dire-
zioni x,, x, valgono rispettivamente:

S, =0, co8a— T, 8ina, S =0,810a- 7,C08a, [119. 28]

ed anche, in forma complessa:

S, + i8, = o, (cos a + % 8in a) — 7,, (S10 & — tcos a), [119.29]

per cui in definitiva, ricordando le formule di Euler:
S, + 18, = (0, + t7,) €Xp ta. [119. 30]

D’altra parte le componenti di tensione o,, 7,, POSSONO essere
espresse, come nelle [113. 1], in funzione delle componenti o,;, 0y, T1o:

g, = Oy COS? a + Oy, 8IN?% a 4 27y, 81N a €08 a,

[119. 31]

T, = (0ps — 077) SID @ €OS @ -+ Typ (COS* @ — sin? a) ,

che, sommando la prima moltiplicata per 2 alla seconda moltiplicata
per 2¢, danno ’equazione complessa:

2 (0, + iT,) = 0 + Op + (0 — O T+ 24 Ty5) €Xp (—2¢ a), [119.32]

per cui confrontando con la [119. 30]:
S, + 18, = (041 + 0g2) Xp ta + (01y — Oz 21 Ty9) €Xp (—2a). [119.33]

La forma complessa R, + iR, della risultante delle azioni sull’in-

tero arco AB si ottiene integrando 1’espressione precedente, e quindi
con riguardo alle [119. 22]:
[119. 34]

Ry + iRy = | j{[qf(z) +3'(3)] exp ia — [ 9" (3) + P’ (B)] exp (— ia)}ds.

Sostituendo allora le funzioni esponenziali con le derivate delle
variabili complesse 2z, z rispetto a s, cloe:

dz do, . dx, oD
—. — 9 ')
ds ds ’ ds pra,
_ [119. 35]
dz dx, . da, exp (— i)
—_— = — — —jexp (— 1
ds ds ’ ds L EED *
abbiamo anche:
_ 1 (B d . —, -
R, + iRy = —| —[¢(2) + 3@ + 29 (2)]ds, [119.36]

1 Y4 ds
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e finalmente, integrando:
R, + iRy = —i[g(2) + p() + 29 (2)15. [119. 37]

Il momento M agente sull’intero arco AR risulta:

-

M =JB(33182—-—99281) ds — & _—-e:fﬁé (8, +i8,)ds|, [119.38]
A _ _

A

e tenendo presenti le [119. 34] e [119. 35], anche:

(B _ _ _ _dz . _ o dzy -
M=—a || 20 @) +7 Eg, +7" @)+ (g, |ds

[119. 39]

Raccogliendo operatore di derivata rispetto a s possiamo scrivere:
P

M = -—5/2{ L 2T () 4+ 29G) — 703)] ds}, [119. 40]

avendo posto y'(2) = y(z), ed integrando:
M=—&[y()—zpk)—zz ¢ (2)]5. [119. 41]

Lungo un contorno chiuso si ha infine, con riguardo alla equazione
[119. 277

8 + 8y =—ilg(e) + @G, M=a[g)—zypE]L. [119. 42]

¢) Relazioni con la funzione di Airy.

I potenziali complessi ¢(2), p{(2) sono collegati alla funzioni di Airy ¥ (x,, ,):
su tall relaziomi Mushelidvili fondd la deduzione delle precedenti equazioni per gli
spostamenti e le tensioni in forma complessa. Qui accenneremo brevemente ad un

procedimento diverso osservando che dalle posizioni [112. 5] discende, con riguardo
alle [119. 2]:

01 1 0 = 4 ¥ 7, Opp—— 0O + 21Ty = — 4V 77, [119. 43]

e di conseguenza le [119. 22] divengono:

2W ;= ¢ (2) + ¢’ (3), QW -~ — 29" (3) + ¥’ (3) - [119. 44]

s 2 Z

Integrando la prima di tali equazioni rispetto a 2 e la seconda rispetto a %
otteniamo da entrambe il valore 2% ;, per cui uguagliando le espressioni trovate:

2V ;= 0(2) + 29’ (3) + .(B) = p(2) + 29 B) + 9.(2) , [119. 45]

essendo ¢,(2) e g,(2) due funzioni arbitrarie della sola variabile z e z rigpettiva-
mente. Dal confronto dei due membri della [119. 45] risulta necessario che:

g1(z) = p(2) , g2 (?) = @(?) , [119. 46]
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e quindi in definitiva:
2 ; = @(2) + 29" (2) + v (?) . [119. 47]
Un’integrazione rispetto a z da:

0¥ — Zg(2) + 23 (7) +ﬁ(é) dz + %(3), [119. 48]

dove y(z) & una funzione arbitraria della sola variabile z. Ora, poiche le derivate
seconde della ¥ sono reali, anche la funzione di Airy deve essere reale, a meno di
un’eventuale costante immaginaria. Il secondo membro della [119. 48] risultera
reale purche:

fw(z) dz = x(z), [119. 49]

a meno di una costante complessa inessenziale che puo essere posta uguale a zero.
Abbiamo cosi la relazione classica:

2V = Zp(2) + 29 () + x(2) + 2@, [119. 50]

ottenuta da GoOURsSAT! con un procedimento molto pit semplice, nel quale pero
viene presupposta I'analiticita della ¥, proprietd invece che discende proprio dalla
rappresentazione [119. 50].

120. Trasformazione conforme delle coordinate.

In molte applicazioni della teoria deil potenziali complessl ¢ oppor-
tuno avere le componenti di tensione e di spostamento riferite ad un
generico sistema di coordinate curvilinee ortogonali &, %, definito in
modo tale che esista una relazione z = w({) tra 1 punt1 { = & + on
del piano complesso ({) ed i punti 2 = x; 4 1o, del plano complesso (z),
dove w({) ¢ una funzione analitica.

a) Coordinate curvilinee ortogonalr.

Consideriamo nel gsistema di coordinate curvilinee ortogonali &, 7
le tangenti n, s alle linee coordinate nel punto generico P. Le com-
ponenti di tensione nel riferimento &, n (fig. 135) si ottengono dalla
particolarizzazione delle [22. 3] nella forma:

o = 0y €C0S%Z a + 0y, 8in® a - 27y, 81N @ cos a,

o, = 0y SIN® @ + 0y, CO8% a — 27y, 81N @ €08 @, [120. 1]

Te, = (O — 0y1) SIN @ €08 @ + 27y, (CO8% a — 8in* a) ,

Y

1 B. GOURSAT, Bull. Soc. Math. de France, 26, 236 (1893).
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e da queste relazioni segue facilmente, sommando e sottraendo dalla
prima la seconda e la terza moltiplicata per (24):

Ug—l—%:au‘]“azza [120. 2]

Un incremento infinitesimo della variabile z in P lungo una linea
n = cost. vale:

dz’,Ir = J d§ exp ia, [120. 3]

Xs A

Pt P
ol Xy

Fig. 135.

con J reale, e poiché z = w({) é analitica, la sua derivata o'(¢) deve
avere per definizione lo stesso valore indipendentemente dal modo con
cul tende a zero l’incremento della variabile indipendente ¢, cioeé:

w'({) = J expia, w' () = J exp (— ta) . [120. 4]

Dividendo membro a membro le relazioni precedenti abbiamo:

o’ ({) . 0’ ()
exp 21a = ———=
w

— 21a) == , ,
BRI =0 & (2)

[120. 5]

mentre moltiplicando membro a membro le stesse relazioni e ricor-
dando la definizione del modulo di una quantiti complessa:

J? = o' ({) o' (1) = | () |2. [120. 6]

Sostituendo allora nelle [120. 2] le espressioni trovate ed introdu-
cendo 1 potenziali complessi dalle [119. 22], perveniamo alle seguenti
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formule di trasformazione per le componenti di tensione dal sistema
di coordinate (x,, x,) al sistema di coordinate (&, 7):

o: + o, =219 (?) + ¢'(2)],
(2)
)

[120. 77

[z @ (2) + v'(2)] .

_ 20’
o — 0, t 21T, = —
W

(¢

Analogamente, se #,, %, indicano le componenti dello spostamento
in P nelle direzioni &, » rispettivamente, tra gli spostamenti com-
plessi w(&) = u; + iu, e w(2) = u, + tu, sussistera la relazione:

we + fu, — (U, + Tuy) exp (— ia) [120. 8]

ed in termini dei potenziali complessi, otteniamo dalle [119. 21] e
[120. 5], la formula di trastormazione per gli spostamenti:

() | (C)
3—4 _

)
W

@’ (2)— a(é)h. [120. 9]

b) Problema del foro ellittico.

A titolo di esempio consideriamo un sistema piano indefinito sog-
getto a trazione uniforme § e con foro ellittico.
Appare conveniente ’'impiego di coordinate ellittiche &, # definite

dalla trasformazione:

w(l) = ¢ cosh § (€ =&+ 1im), [120. 10]

I

<

e una delle quali, precisamente &, €& costante sul contorno ellittico del
foro. Infatti dalla relazione:

cosh (& -+ 2n) = cosh & cos n -+ ¢ sinh & sin 5, [120. 11]
separando nella [120. 10] la parte reale dalla parte immaginaria, ot-
teniamo:

x, = ¢ cosh & cos 7, r, = ¢ sinh & sin » . 1120. 12]

Eliminando n per quadratura e somma, abbiamo ’equazione di
una famiglia di ellissi omofocalt indicate 1n fig. 136:
zy Z,

| = 1 120.
c2 cosh? & = ¢2sinh? & ’ L120. 13]

con distanza tra 1 fuochi uguale a c.
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Eliminando & per quadratura e differenza, abbiamo invece una
famiglia di iperboli omofocali:

2 2
"1 T _q, [120. 14]

¢* CO8% 7 ¢? §1n? 7
ancora con distanza ¢ tra i fuochi, pure indicate in fig. 136.

x; k

\ . ost
7 o
' 006'&

O~
r-"'_
=

e ——

1

Fig. 136.

Se & = £, indica il contorno del foro ellittico le condizioni al con-
torno sono:

0'11 0‘22 — S peI‘ E —> OO y

) [120. 15]
o = o0,=0 per &=§&, (C+ ¢ =2§).

In termini dei potenziali complessi, con riguardo alle [119. 22] e
[120. 7], la prima condizione [120. 15] diviene per &—>oo:

gy + 09 = 2[@'(2) + ¢'(2)] = 28,
[120. 16]

@' (2) —

._|_

O+ 1 Tgy = @' (?)
dove la legge di trasformazione [120. 10] permette di scrivere:
w' () = ¢ sinh ¢, w' () = ¢sinh (. [120. 17]

Assunti i potenziali complessi nella forma:

@(2) = ¢, ¢sinh [, w(?) = ¢, ¢ cosech {, [120. 18]
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con ¢, ¢, costanti indeterminate, otteniamo:

d
¢’ () = ¢, ccosh § - = ¢, coth {,
dz
d %
@'’ (2) = — ¢; cosech?® di = 01 cosech’ [120. 19]
dg
p'(2) = — ¢, cosech® { PP ¢, cosech? £ coth (.

Tali relazioni mostrano come le Tunzioni scelte [120. 18] verifichino
le condizioni [119. 25] e [119. 27] mentre dalle [119. 42] risultano nulli
la forza ed il momento agenti sopra un percorso contenente il foro
ellittico.

Con riguardo alle [120. 19], poiche per & — oo, coth {—1, dalla prima
[120. 16] otteniamo il valore a = S§/2, mentre la seconda [120. 16] di-
viene:

0; 417, = coth £ (¢, +¢; coth £ coth {4 ¢, cosech £ cosech £).  [120.20]

Questa espressione si1 annulla sul contorno del foro ellittico,
28, = ¢ + ¢, se:

¢; [sinh ¢ sinh (2&; — {) +cosh { cosh (28, — ()] +-¢, =0, [120. 21]

da cui sviluppando:

S
¢, = — €, COSh 2&, = — ry cosh 2&, . [120. 22]

Determinate cosi le costanti ¢, ¢, dalle condizioni al contorno,
otteniamo le tensioni dalla prima [120. 7]:
0 + 0, = 0y + 0y = 4 @' (2) = 25 coth [120. 23]
e tenendo presente la relazione:

sinh 2& — ¢ 8in 29

coth { = , [120. 24]

cosh 2& — cos 27

anche:

sinh 2¢&

=28 . 120. 25
% cosh 2& — cos 27 [ 0]
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Sul contorno del foro ellittico & = &, la componente . ¢ nulla ed
i1l massimo valore della componente o, si verifica in corrispondenza
dell’asse maggiore dove n =0 e n = n:

sinh 2 &,
cosh 2&,— 1’

max o, = 28 [120. 26]

ed 1ndicando con a e b 1 semiassi dell’ellisse, cioe per 1'equa-
zione [120. 137:

a =ccoshé,, b=e¢sinhé&,, ¢,=a,—b,, [120. 27]

risulta 1n definitiva:

o 5 g 2 sinh &, cosh &, 28a 1120, 28]
ax g, — = : 20.
g cosh? &, -+ sinh? &, — 1 b

Questa espressione vale approssimativamente per » < a anche
quando il sistema piano ¢ sollecitato da una trazione uniforme nella
direzione perpendicolare all’asse maggiore a; tale risultato ci servi nel

§ 70 nello studio dei1 fondamenti analitici della teoria sulla rottura
dovuta a Griffith.

¢c) Carattere conforme della trasformazione.

La relazione 2z = w({) istituisce una corrispondenza tra i punti = & + 17
del piano complesso { ed 1 punti 2 = a; + 72, del piano complesso 2. Se la
funzione w(f) ¢ analhtica in qualche regione I' del piano £, allora la totalita dei
valorl z appartiene a qualche regione ( del piano z, e si ottiene una rappresen-
tazione conforme di I' su G, come mostra la fig. 137.

Il carattere conforme di tale trasformazione, tale cioé da conservare gli angoli,
risulta considerando una curva di I' percorsa dal punto { e la curva corrispon-
dente di G percorsa dal punto 2. Considerando un arco AA della prima curva e
I’arco corrispondente Al della seconda, osserviamo che il rapporto tra le lunghezze
degli archt ha lo stesso limite del rapporto tra le lunghezze delle corde rispet-
tive A e Az, cloe:

' Al _ Az dz
Ilm —— = lim = —— = ' (). [120. 29]
a0 A4 4e0 A8 dg

Ora, poiche la funzione 2 = w({) & analitica, la derivata «’(¢) ha un valore
unico indipendentemente dal modo con il quale 4 — 0 e di conseguenza gli ele-

ment1 di arco passanti per { in ogni direzione subiscono una variazione di lunghezza
determinata dal modulo di o’ ({) caleolata in Z.

Gli argomenti dei numeri complessi Az e A sono espressi dagli angoli a e «
format: dalle corde rispettivamente con gli assi x; e & La differenza tra tali angoll
¢ dunque:

q Az

AL
e, per 4 — 0, le direzion1 di1 42 e A tendono alle tangenti alle curve in 2z e (.
L’angolo di rotazione dell’elemento Al rispetto all’elemento A4 & dunque w’ (). Ri-

a—a=arg dz—arg 4 = arg [120. 30]
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sulta immediatamente che se due curve del piano I’ sl intersecano sotto un an-
golo B le curve corrispondenti del piano G s1 intersecano sotto un angolo b = p,
poiché le tangenti a queste curve sono ruotate dello stesso angolo.

Abbiamo mostrato che i tentativi di soluzione del problema piano sono faeili-
tati dall’impiego dei potenziali complessi attraverso un’opportuna trasformazione
conforme, ma il vantaggio decisivo del procedimento risiede nella possibilita di
derivare direttamente i potenziali complessi dalle condizioni al contorno. La re-
gione G, se finita, viene rappresentata conformemente sul cerchio unitario || < 1
e, se infinita, sul semipiano ‘ C ] > 1. Naturalmente la difficolta risiede nella co-
struzione effettiva della trasformazione 2z = w () tale da fornire una rappresenta-
zione conforme di una regione di forma assegnata nel piano 2z sul cerchio o sul

X2 A 7 A

Fig. 137.

semipiano nel piano . Esistono alcune formule esplicite per classi particolart di
regioni, come, ad esempio, quella che permette di trasformare la regione lLimitata
da un poligono di »n lati sul cerchio di raggio 1:

.
© = Af (L— L)t ({— L)t (— &)™~ 1dl 4+ B, [120. 31]
0

dove (; sono i punti della circonferenza { = 1 corrispondenti ai vertici del poli-
gono nel piano 2, mentre ma; esprimono gli angoli interni ner vertici del poligono,
A e B due costanti opportune. ILamitandoci a questl brevissimi cenni rimandiamo
il lettore desideroso di un’ampia ed esauriente trattazione all’edizione inglese del-
I’opera fondamentale di MUSHELISVILI!, dove sono anche discussi numerosi ed in-
teressanti casi particolari.

121. Stati visco-elastiel piani.

a) Relaziont visco-elastiche nel problema piano.

Sinora abbiamo esaminato 1l problema piano nell’ipotesi di un le-
game lineare elastico isotropo tra le componenti di deformazione e le

il

1 N. I. MUSHELISVILI, Some basic problems of the mathematical theory of elasticily, Groningen,

1953 (trad. della 3* ediz. russa: Nekolorye osnovnye zadaci malematiceskoj teorii uprugosti, Moskva,
1949).
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componenti di tensione. Quando il legame costitutivo sia di tipo visco-
elastico, espresso in generale da operatori visco-elastici, come nelle
[62. 9] e [52.10], tali relazioni nel caso di uno stato piano nella de-
formazione si riducono immediatamente alle:

1
2#Q811:P011 SKA(011+622+G33)?

1
20 Q g = P 0y — A (o + 0y + O33) [121. 1]

3K
21“Q£12=P7712:

dove il modulo di dilatazione cubica K risulta dalla [40.15] e gli ope-

ratort P, Q, A dalle [52. 2], [52. 3], [52. 8] rispettivamente.

Dalla condizione ¢;; = 0, che caratterizza il problema piano in di-
scorso, discende 1’ulteriore relazione:

1

Pos =35

A (0} 4 0y + 0g3) [121. 2]

e quindi la possibilita di eliminare 1’operatore 4 nelle prime due equa-
zionl [121. 1] ed ottenere in definitiva:

2uQ &, = P (011 — 033)
20 Qe =P (09y — 033) [121. 3]
2100 & =Py,

Quando il materiale costituente il solido possa essere considerato

Incompressibile sia nella fase elastica, sia nella fase viscosa, cioe per
v = 5, otteniamo dalla [110. 7]:

033 = 3 (o1 + 0) [121. 4]

e quindi sostituendo nelle [121. 3] abbiamo le relazioni costitutive nella,
forma semplificata:

4u Q &y = P (0 — 0y)
410 Q g5 = P (099 — 0y9) [121. 5]
21 Q &y = Py,

Introducendo la parte isotropa o del tensore di tensione definita,
nella [24. 2] possiamo scrivere, con riguardo alla [121. 4]:

|

o ‘%{ (011 + 02 + 033) = 2 (07 + Og2) [121. 6]
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ed esprimere le [121. 5] nella forma equivalente:
2p Q &y = P (0, — 0),
21 O ey = P (009 — ), [121. 7]
2uQ &5 = P 1y .

Sostituendo allora tali relazioni nelle equazioni indefinite di equi-
librio [110. 8] in assenza di forze di massa otteniamo:

2u Q (e117 + &np) + P 5,1 =0,
20 Q (512,1 -+ 322,2) + P 5,2 = 0,

o0 anche in termini delle derivate di spostamento in base alle seconde
tre [110. 2]:

[121. 8]

uQ (2'“1,11 + Uy 09 1+ Ug1a) T P 5’,1 = 0,

- [121. 9]
u 0 (2Ug 00 1 Ugyy 1 Uy ey) -+ Po,=0.

La condizione di incompressibilita A4 = 0 risulta nel caso presente,
per &g = 0:
A =& + &g = Uy + Upp = 0 [121. 10}

e permette di semplificare le equazioni [121. 9] nella forma:
uQVu1+Pc_r’1:0,
ﬂQvuz+P&-,2:01

essendo al solito V Poperatore di Laplace nelle due wvariabili z;, ..
- Infine, derivando la prima rispetto a x,, la seconda rispetto a «,,
sommando membro a membro e tenendo ancora presente la condi-
zione di incompressibilita [121. 10] otteniamo 1’equazione:

[121. 11]

PVo=0. [121. 12)

In alternativa con 1l procedimento sopra svolto, 'applicazione del-
Poperatore P trasforma le equazioni indefimite di equilibrio {110. &],
sempre in assenza di forze di massa, nelle:

P (0111 + 721,2) = 0,
P ('512,1 -+ 0'22,2) = 0,

identicamente soddisfatte, in ogni istante ¢, da componenti di tensione
derivabili da una funzione di tensione ¥ (x,, @,,1) tale che:

[121. 13]

O11 = Yj,zz ’ Opp = ¥ 114 Tyg = —= T,lz . [121. 14]



[§ 1217 Stati visco-elastici piani 397

Analogamente 1’applicazione dell’operatore Q trasforma ’equazione
di congruenza [110. 14] nella:

O (511,22 =+ €o9 11 2312,12) = 0, [121. 15]

0 anche, con riguardo al legame costitutivo espresso dalle equazioni
[121. 5], nel caso di incompressibilita:

P [(01— 0%),05 + (09s — 011) 11 — 274212] = 0. [121. 16]

Infine, in termini delle derivate seconde [121. 14] della funzione di
tensione, perveniamo all’equazione:

P[(gj,zz'— !p,n),zz +- (Yj,u““‘ !p,zz),u + 4W,12,12] =PVV¥=0. [121.17]

Le equazioni trovate, nella forma [121.12] o nella forma [121.17] rap-
presentano la formulazione del problema piano per un materiale visco-
elastico Incompressibile: da esse ¢ possibile ottenere immediatamente
le relazioni corrispondenti a operatori visco-elastici particolari.

Ad esempio, nel caso di scorrimento viscoso tipo Maxwell, preso
in considerazione nel § 50, cioé per un legame espresso dalla forma
[52. 5] degli operatori:

d 1 d
Q:E_*; P = | y
! . | dt

[121. 18]

con tp = n/u, tempo di rilassamento, otteniamo la [121. 12] nella
forma;:

Vo 4 Vo= 0. [121. 19]

Introdotta la separazione di variabili:

0 (%y, Ty, 1) = @(t) og (@1, Ly, X3) [121. 20]

con ¢(t) funzione arbitraria del tempo, abbiamo le due equazioni dif-
ferenziali:

@ p(t) =0, Vo, =0, [121. 21]

e risolvendo I’equazione differenziale temporale per la ¢(2):

¢(t) = exp (—i/ty) ,

B 3 [121. 22]
0 (214 Ty, t) = 0y (21, Ty) €Xp (—t[tg) .
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Lo stesso procedimento si applica al problema espresso nella
forma [121. 17], in termini cioe della funzione di tensione. Nel caso
particolare [121. 18] abbiamo Pequazione differenziale:

.1
VVW &+ VV¥ =0, [121. 23]

IR
e con la solita separazione di variabili espressa dalla:
V(2 gy 1) = @(t) ¥y (21, s) [121. 24]

otteniamo le due equazioni differenziali:

@ - p(t) =0, VVY, (2, x,) = 0. [121. 25]

Anche 1n questo caso la ¥, (x;, ;) puo essere scelta come soluzione
del problema elastico corrispondente e la funzione arbitraria ¢(f) de-
terminata dall’equazione differenziale temporale.

b) Rilassamento della pressione in un problema di forzamento.

Come applicazione consideriamo 1l problema del forzamento di un
lungo tubo sopra un cilindro circolare: tale esempio si riferisce ad un
caso interessante nelle costruzioni meccaniche e navali. Nell’ipotesi di
aver eseguito il forzamento con una pressione iniziale p, il problema
consiste nel determinarne la caduta per rilassamento in modo da poter
prevedere un’aderenza sufficiente tra 1l cilindro cavo esterno ed il
nucleo centrale interno, che per semplicita puo essere supposto per-
fettamente rigido.

Una soluzione molto semplice del problema & ottenuta nell’ipotesi
di incompressibilita completa, cioé per un valore v = { sia nella fase

2

elastica, sia nella fase viscosa. Le tensioni o), ¢3, o) all’istante ini-

ziale ¢ = 0 risultano dalla risoluzione i1n coordinate cilindriche r», 94, 2

del problema elastico discusso nel § 116 e precisamente dalle [116. 21]
scritte per » = 3, cioé:

0y Do L X
Or = h2 __ 2 2 )
Do a° b?
0§ = o (1 | Tg), [121. 26]
G‘O __ pl}a’z
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associate ad uno spostamento radiale «,) dato dalla prima[116. 20] per

Pa = Pos pb:(),vz-%.:

2b2
ud — —Lo° . [121. 27]
2ur (b — a?)

X2 A

Fig. 138.

Nell’ipotesi che gli operatori visco-elasticl siano del tipo [121. 18], le
relazioni di legame [121. B] in coordinate polari, essendo 7., = 0 per
ragioni di simmetria, assumono la forma:

. . . 1
4#8?.: 0}"""0',9. { (Jr—'aﬂ)?
tR
[121. 28]
. 1
44“‘96 = 0y — Op (G‘ﬁ"_gr)
tR

Poiche la supposta rigidezza del nucleo centrale impone allo sposta-
mento radiale «_. () nei punti del cilindro di raggio ¢ di rimanere co-
stantemente uguale a %, mentre d’altra parte la lunghezza del cilindro
non varia, le tre velocita di deformazione ., &, &, devono risultare
nulle dappertutto. Percio le equazioni differenziali nelle tensioni hanno
come soluzioni certe espressioni ottenute moltiplicando 1 loro wvalorl
iniziali al tempo ¢ = 0 per la funzione esponenziale exp (— #/t5). Anche
1l rilassamento della pressione di forzamento sara fornito da una legge

analoga, per cui:
p(t) = po exp (— t/lg) , [121. 29]

e lo stato di tensione all’istante generico ¢ e ancora fornito dalle
[121. 26] pur di sostituire p, con p(?).
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Un’analisi piu aderente alla realta del fenomeno pud essere svolta supponendo
che il materiale sia compressibile nella fase elastica, con rapporto di contrazione
trasversale », ed incompressibile nella fase viscosa, con rapporto di contrazione

trasversale v — %— .

Le componenti di tensione, radiale o) e circonferenziale ¢, al tempo ¢ = 0 sono
ancora espresse dalle prime due [121. 26], mentre la componente di tensione as-
siale ¢ e la componente radiale di spostamento u;, in quanto dipendenti da »,
risultano ora:

2vpq0°

ngv(a‘f——ag)— Tamrat
h [121. 30]
p0a2 3 bz
u? = (1 — 2v) r + :
2u b —a?) | T

Con riferimento alla definizione [52. 8] dell’operatore A e alle espressioni [121. 18]
degli operatori P, Q, la condizione di deformazione piana [121. 2] s1 particolarizza
nella :

. 2p (1 + ») p (1l 4 v)

o, - o, =v (0 + og) (o, + 03), [121. 31]
3N 37

dalla quale si osserva che, essendo ¢, indipendentemente da r, anche la somma
o, + o3 non dipende da tale coordinata.

Specificando gli operatori P, Q nella forma [121. 18] le prime due [121. 3] di-
vengono, con riguardo alle [115.1] e [115. 2]:

» L & ]'
2pe, = 0p— 0, (o ;) »
tr
! [121. 32]
2ﬂé6 — &ﬂ"“’"&z + — (6 —o0o,),
77

e la seconda di queste, per r = a, fornisce la condizione di rilassamento, cioe
u, _ , = 0 in ogni istante ¢:
1

&6--&E-F-E-(aﬁ-—-ag —0. [121. 33)
i R | ir=a

Sostituendo le componenti delle velocita di deformazione [121. 32] nell’equa-
zione di congruenza ottenuta dalla [116. 14] in termini di velocita, otteniamo la
gseguente equazione di congruenza in termini delle componenti di tensione:

d . . 1 [ d(rog) }

L.

avendo tenuto conto dell’indipendenza di o, da 7.

Le equazioni di equilibrio [116. 1] in coordinate polari s1 riducono alla sola in
direzione radiale, valida sia per le componenti di tensione, sia per le loro velo-
cita, cioe:

d d(ro, :
%) . —0, dre) . 0. r121. 35
dr dr
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Sommando e sottraendo la prima di queste divisa per {; e la seconda dalla
[121. 34] abbiamo infine:

d » » G?‘ _I_ 0'19' -I
—_— | — () ,
dr _O'T _]_ O 1 tR
_ “ [121. 36]
_il__. 72 ((} & 99 ™ Or == ()
dr O r tR — U,

dalle quali, indicando con ¢, (f), @,(t) due funzioni arbitrarie della variabile tempo-
rale, s1 deduce che:

1 1
O =15 P> Op =P+ 5 P [121. 37]
Le condizioni al contorno, o, == — p(t) per r = a e ¢, = 0 per r = b, risultano
cosi verificate per una scelta di ¢,, ¢, tali che:
p(t)a* b* p(t) a b*
Oy = s (1___?;), v (1 | Tg). [121. 38]

Sostituendo allora tali espressioni nella condizione [121. 31] ed integrando rispetto
a 1, otteniamo la componente assiale ¢,:

= 2 | (1) - : ( i fp () —-—-t dt— 121. 39
o, = Y ex ex , .
¢ b2 22 | | 2t*R P t*R) o P th [ ]

avendo Introdotto per brevita la notazione:

th — : .
T 90+ a 2(1 ) 1121 40]

dove tz =ip per v = 1.

Analogamente, integrando la condizione di rilassamento [121. 33] e tenendo
conto delle condizioni iniziali [121. 26], abbiamo anche:

(12

i b2 b2 {
C, — 1 () (1 —}——{;—)-—-po (1-——21»—[——;) exp (——) . [121. 41]

b — a *

I1 confronto tra le due espressioni trovate per o, conduce alla seguente equa-
zione differenziale per la pressione di forzamento p (f):

. P Do €XP (— t/tp)
n 4 P , 121. 4
p () (N 1/t — 1/th [ <]

t, =1 4+ (1 —2v) —| t5. [121. 43]

26 — BALDAccI, 1.
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Infine, 'integrazione della [121. 42] da luogo alla:

[121. 44]
pﬂbz - al ( f a2 i
— 1 1 —2v») — —
PO = B 3 { - Y e | P tR) PRl exp( tl)}’

che, per v = % , 81 riduce correttamente alla {121. 29] ottenuta nell’ipotesi di in-

compressibilita completa.
Lo spostamento radiale risulta nella forma:

b, a? | b2 g

.
w, (1) = TR {T L (1 — 2v) T—l— (r—-——;——) exp( t1)-} [121. 45]

Osserviamo dunque che, mentre in un materiale incompressibile tutte e tre le
componenti di tensione decrescono con la stessa legge exp (— t/tz), In un materiale
compressibile nella fase elastica il rilassamento della componente assiale di ten-
sione avviene con legge piu complessa. Confrontando la trattazione svolta con quella
precedente si vede la notevole maggiore difficolta ora incontrata: tale motivo giu-
stifica pienamente l'ipotesi di incompressibilita completa che, di regola, viene in-
trodotta nell’affrontare problemi di visco-elasticita.

122. Stati termo-elastiel piani.

In uno stato piano nella deformazione l'interazione di energia ter-
mica con 'energia di deformazione elastica conduce alla formulazione
di un problema termo-elastico retto da equazioni derivabili dalle [54. 3],
cioe:

1 7 A '

€11 = 2 1 _611— 37 4+ 24 (011 + 09 933)_ 4+ al,
1 A '

Ega = 2 1 hO'zz"— 34 + 2 (011 1 O + 0'33)H + o', [122. 1]
1

€10 = 21 112 4

mentre 1’ipotesi di deformazione piana, &3 = 0, permette di ottenere
la seguente condizione:

033 = ¥ (03 + 090) —2p (1 + v) a1, (122, 2]

avendo introdotto il rapporto vy = A/2 (A + u). Sostituendo il valore
di o5, fornito da questa relazione nelle prime due [122. 1] otteniamo:

1

€11 —= “é“;[(l — V) Oy — VO] + (1 +v) a1,
1

o9 = 21 (L — %) 0gg —voy] + (1 +7)al, 122, 3]
1

€12 — T19
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Una ulteriore relazione, la [54.17], deve essere tenuta presente
per la variabile anelastica 7, allo scopo di considerare il rilassamento
delle fluttuazioni di temperatura dovuto all’influenza della dilata-
zlone cubica sulla temperatura stessa. Nel presente caso plano, per
A = &, 4 &, e T indipendente da w,, tale relazione diviene:

kp VI = 01:71“7 + ko (*‘511 1 '5:22) a [122. 4]

essendo V l'operatore di Laplace nelle due variabili z, e Xoy K,p 11 coef-
ficiente di conduttivita termica e C, il calore specifico a volume
costante.

Supponendo il problema termo-elastico disaccoppiato si trascurers
I'uitimo termine della [122. 4]: in tale ipotesi i due fenomeni, elastico
e termico, risultano indipendenti. I la situazione normale quando la
distribuzione della temperatura nel sistema elastico sia dovuta essen-
zlalmente al calore fornito da sorgenti esterne e possa quindi essere
determinata con approssimazione sufficiente per gli scopl  concreti
dalla semplice legge di conduzione del calore:

kyVT = C,T. [122. 5]

Con lo stesso procedimento seguito nella deduzione della [110. 18]
sostituiamo le [122. 3] nella equazione di congruenza [110. 14] dello
stato piano di deformazione e teniamo presenti le equazioni inde-
finite di equilibrio [110. 8] in assenza di forze di massa. Risulta cosi
Pequazione:

(1—9) V(o + 0w) + 2u(1 + )aVT =0,  [122. 6]

e dal confronto con la [110. 18] ne consegue come la variazione di
temperatura possa essere assimilata a forze di volume tali che:

. 2p (1 + »)
Divp =p, + pyy = T vT. (122, 7]

Poiché le equazioni di equilibrio risultano identicamente soddi-
statte se le componenti di tensione derivano dalla funzione di ten-
sitone ¥ (x,, x,) in base alle:

011 = 97,22 3 Ogp =— !'-U,u ’ Tig =— — 97,12 > [ 122, &]

anche la [122. 6] puo essere espressa in termini della ¥ (ay, z,) e di-
viene in tal caso:

2p (1 + )
1 —

VVY¥ — —

aVIT. (122, 9]
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Determinata allora la distribuzione della temperatura nel sistema
piano per mezzo della [122. 5] e noto quindi VV ¥, il problema termo-
elastico & ridotto alla determinazione della funzione di tensione nel

corrispondente problema elastico al contorno.

a) Distribuzioni simmetriche div temperatura.

In un lungo cilindro circolare, se la distribuzione della tempera-
tura ¢ simmetrica rispetto al centro e dipende solo dal ragglo, la tra-
sformazione delle relazioni termoelastiche {122. 5] in coordinate po-

lari r, ¥ conduce alle:
1

& = 3 [(1—19v)o,—voy]l + (1 +v)al,
£
! (122, 10]
1
Eg = (1 —19)6s—vo,)+ (1 +v)al,
2

essendo evidentemente e, = 0.
Esprimiamo le [122. 10] rispetto alle componenti di tensione o,,

Gy, ClOE:
2

Op = 1 — 2, (1 —») e +ve— (1 +v)al],

[122. 11]
2|
Oy = (1 —v)e; +rve,— (1 +v)al,
1 —2v
e, tenendo presenti le relazioni [116. 13], cioe:
du, U,

£, = ol Ly = pul (122, 12]

sostituiamo le [122. 11] nella equazione di equilibrio [116. 1], in modo
da ricondurci all’equazione differenziale:

?u, 1 du, u, (1 +7»)a dT

arz ' r dr r®2  1—y dr ’ [122. 13]
Questa pud anche essere scritta nella forma:
d 11 d(ru,)" (1 +v)a dT
— | — = 122. 14
dr Lr dr 1—y dr ’ [ |
ed 1ntegrata:
1 +7v « Cy Y Co

f Trdr 4 -2 1122. 15]
; 2

ur(T) — .

1—9 7
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Dalle [122. 12] possiamo cosi determinare le componenti di de-
formazione:

1 4+v 1a pf " ¢4 C
== — | Trdr — aT| _—
o 1—» L7 JO LT T e
1122, 16]
1 C C
= =T f Trdr + —~ 1 2
11—y 72 2 e

Infine dalle relazioni [122.11] otteniamo le componenti di ten-
sione nella forma:

2u (1 r k
[122. 17]
2 (1 ko
Gp = ad _I—v)a(T——-——)f T')‘d?“—l-k““—“‘z—a
1 — 7

dove per semplicita di serittura le costanti elastiche sono state con-
globate in %k, e k,. La componente assiale di tensione o, = o055, risulta

dalla [122. 21:

24 (1 T
A s A [122. 18]

1 —v

Indicato con a il raggio del cilindro e definita la temperatura
media 7', sull’area trasversale A come:

2 (L
T = J'IWdﬁdw——w—- Trdr, r122. 19]

2
T as J g

dalle condizioni al contorno: o, = oy, per r =0 ¢ o, =0 per r = a,
otteniamo 1 valori delle costanti:

b, — 2u (1l - v) P

k, = 0. 122. 20
2(1_1)) m ? 2 [ ]

Le componenti di tensione possono essere espresse allora nella
forma:

1 " 2 " “
G, = il 4 v)a Tm——fTrdT \
1""""1’ o ?’2 0 y
1 ' 2 “
Oy = pil e T —27T JTTdT : [122. 21]
1 —v L. re J, J
2u (1
o 2nd +_f)_[T 1,

y 1——v
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ed assumono 1 seguenti valori, rispettivamente nell’origine r = 0:

1 (1 4 7) a
r— 99 = 5 92 = A 1 (L — T'y) (122, 22]

in quanto il termine contenente l'integrale rappresenta il valore medio
di 7' sul cerchio generico di raggio r, e sul contorno esterno r = a:
2u {1l 4+ v) a

g, =0, Oy = 0, = rp— (r, —1T,, [122. 23]

dove 2u (1 4 v) = K rappresenta il modulo di elasticita normale.

b) Distribuziont stazionarie di temperatura.

In un sistema pilano soggetto a una variazione non uniforme della

temperatura esistono, in genere, uno stato di deformazione ed uno
stato di tensione; puo succedere tuttavia che, in situazioni particolari,

lo stato di tensione risulti nullo. Per discutere tale possibilita, posto

011 == 099 = Tpo = (0 nelle [122. 3], otteniamo le componenti di defor-
mazione nella forma:

E11 = &9 = (1 + v) a1, ge = 0. [122, 24]

Ma tali componenti devono ancora soddisfare alla condizione di con-
gruenza [110. 14], per cui:

1120 T €ap11— 261210 = (1 + ) aVI = 0. [122. 25]

La temperatura ¢ dunque una funzione armonica piana, o anche,
con riguardo alla legge di conduzione del calore [122. 5] ne consegue

T = 0, ciloe la temperatura deve risultare stazionaria.

Esprimendo le componenti di deformazione in termini delle de-
rivate di spostamento secondo le ultime tre [110. 2] abbiamo pure:

uljl - %2’2 = (1 _I_ 11) (IT, %1,2 - %2’1 . [122- 26]

Tall condizioni sono del tipo di Cauchy-Riemann [79.10] e ci assi-
curano che le funzioni u,, u, sono armoniche coniugate, da cui:

Vu, =0, Vu,=0. [122. 27]

A titolo di esempio consideriamo un campo stazionario di tem-
peratura agente attraverso il semipiano di fig. 139; impiegando coor-
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dinate polari r, 4 supponiamo che la metd di sinistra (9 = 0) sia
mantenuta alla temperatura T = 0 e la meta di destra (¥ = x) alla

temperatura 1,. Un raggio generico uscente da O sara definito da un

angolo ¥ e sara soggetto ad una temperatura 7T = T ¢/n: le isoterme
sono percio rappresentate dal fascio di raggi di centro O.

Poiche la temperatura e stazionaria, con riguardo alle [122. 10] ab-
biamo:

g, = &3 = (1L 4+ v) aT, g, = 0, [122, 28]
I'=1T,= cost
r=20 #* == 0 ¥ = 7
_ ,W z
v 1‘}(& |
3 |
AN
~ l
|
J

Fig. 139.

0 anche in termini di spostamenti secondo le [115.1] e [115. 2]:

Up 1
%r’r —— | —_— u,&,,a, — [122. 29]
T T

1 1
_— (1 _I_ 1’) G.Tlﬁ’ — %Tﬁ _l“ %ﬁ, r %a — 0 .
7T Y ’ ’ ¥

Integrando otteniamo a meno di un moto rigido:

r o ¥ a
U, = (1 4+ v) al \ Ug = (1 +v)aT, —In — , [122. 30]

JT A r

dove a esprime una lunghezza: osserviamo percio che per 0 <r < a
la superficie ¥ = 0 s1 abbassa mentre la superficie & = = si innalza,
senza che tale distorsione sia accompagnata da tensioni.

Per un sistema piano a connessione semplice possiamo dunque
concludere che per distribuzioni stazionarie di temperatura le compo-

nenti di tensione risultano identicamente nulle, mentre la tensione
assiale [122. 2] assume 1] valore:

0, =—2u(1 4+ v)al =—LEal. [122. 31]
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Al contrario, per un sistema piano a connessione multipla ¢ ne-
cessaria una indagine ulteriore: questa conduce ad una notevole ana-
logia formale tra lo stato termoelastico di tensione e le cosiddette
distorsioni di VOLTERRA 1.

123. Stati elasto-plastici piani.

Nell’ipotesi che il legame costitutivo del materiale sia rappresen-
tato da relazioni di tipo elasto-plastico tra le componenti di tensione
e le componenti di deformazione, possiamo definire uno stato elasto-
plastico piano mnella deformazione se le condizioni [110. 1] risultano
valide, oltre lo snervamento, anche per gli incrementi della deforma-
zione o per le loro velocita, cioé:

13 == Ey3 == &g3 = 0, €113 = €03 = &3 = 0. [123. 1]

A tale stato possiamo applicare le considerazioni generali discusse
nel Cap. V1 ed ottenere la forma assunta nel presente caso partico-
lare dalla condizione di plasticitdh e dalle relazioni di legame.

a) Condizione di plasticita.

Il raggiungimento del limite di plasticita per uno stato piano nella
deformazione puod essere previsto dalle varie ipotesi esaminate a
suo tempo.

Ad esempio, il eriterio [62. 1] di Tresca:

Tmax = | 01— %m | < k, (123. 2]

con riguardo alle espressioni [113. 2] delle tensioni principali nel caso
piano, assume la forma:

(011 — 02)® + 735 < 4K2. [123. 3]

Possiamo dunque ricondurre tale situazione limite a quella di uno
stato monoassiale ugualmente pericoloso attraverso il concetto di ten-
sione ideale equivalente introdotto nel § 76. Poiché il criterio prevede
lo stesso limite di snervamento del materiale in semplice trazione ed
in semplice compressione, o, = 2%, le due tensioni ideali coincidono
ed il non superamento dello stato limite di plasticitd rimane stabilito
percio dall’unica condizione:

0a = V(op — 09)® + 477, < 0g. [123. 4]

' V. VOLTERRA, Ann. Kcole Norm. Sup. (3), 2%, 401 (1907).
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Il criterio di plasticita di Mises, nella forma [62. 10], per

(011 = 0g)? + (095 — G33)% -+ (033 — 073)% + 67}, < 6k2, [123. 5]

dove k = o'S/]/S_, e con riguardo alla condizione di deformazione piana
e33 = 0 od alla condizione equivalente [110. 7], ¢io® o643 = ¥ (07 + 05),
anche:

(L —9 + %) (o + 055)> — 3 (o 0pp — 7)) < 3k%.  [123. 6]

In caso di incompressibilita del materiale il rapporto di contrazione
trasversale assume il valore » = 1, per cui:

(091 — 0g9)% - 47?2 < k?, 1123, 7]

ed 1l criterio coincide formalmente con quello di Tresca, a parte il
diverso valore del secondo membro.
Otteniamo quindi in tal caso D’espressione:

G

0:d > V(G'u — 0)% + 4713, < 0y, [123. 3]

per la tensione ideale di uno stato monoassiale ugualmente pericoloso
nel pervenire ad una situazione limite di snervamento.

b) Relazionti elasto-plastiche.

1l legame costitutivo in fase elasto-plastica del tipo [64.2] di
Prandtl-Reuss assume la forma particolare in termini dei deviatori
di tensione e di deformazione:

: $ . . $ :
€11 = = - A8y , C13 = = - As;3 = 0,
2 2 u
I ' _ m o = 0 123. 9
Cog = 2 + ASss , Cog = 2 - ASes = 0 I . 9]
O190 = = - A8y €33 = = - A8y = 0.
I 2u

Iisse si riferiscono ad un materiale perfettamente plastico, cioé in
assenza di incrudimento, e sono naturalmente associate alla condizione
di plasticita di Mises, qualora si voglia rispettare I’ipotesi fondamentale
di un potenziale plastico P(o;,) coincidente con la funzione di sner-
vamento S(o;;). In alcuni problemi si preferisce per semplicith, come
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vedremo in ¢), associare invece alle [123. 9] la condizione di plasti-
cith di Tresca: & opportuno rilevare che in tal caso le equazioni di
Prandtl-Reuss non rappresentano pit un aspetto particolare delle
relazioni generali [63. 13].

Le [123. 9] esprimono il legame costitutivo del materiale nella fase
plastica, mentre nella zona ancora elastica o dove si hanno ritorni
elastici da uno stato plastico, sussistono relazioni di pura elasticita,
ottenute dalle [123. 9] per 1 = 0.

Nella regione elastica si dovra tener conto anche della condizione
di compressibilita [63. 3] per le parti isotrope ¢ e ¢ dei tensori di de-
formazione e di tensione. Nel caso presente, con riguardo alla defi-
nizione [40.15] del modulo di dilatazione cubica K, tale condizione
diviene:

1 1—-21:_._1—2'V

3 (Sfil - 832) = 7 0 =— T (5'11 ‘i‘(;'zz &33) . [123. 10]

E, =

Possiamo cosl esprimere le equazioni di Prandtl-Reuss in termini
dei tensori di deformazione e di tensione anziche deil deviatori corri-
spondenti. Per la parte elastica della deformazione, rappresentata
dai primi termini al secondo membro delle [123. 9], abblamo con
riguardo alla [123. 10]:

. . 1 . . 1 —2v _. | 1 . e

€11 = & zﬂ"(f’n—“ﬂ') — 7 G 2 (0n—0),

. . 1 _ 1 —29 _. 1 _

€99 = E¢ 2 (Ope —0) = I G 2 (9o — o), [123.11]
‘. - 1 ) 1 —2v _. | 1 _

€33 = &g 2 (033 —0) = 7 0 2 (033 —0)

. 1 . v _. 1 . . .
£y = (0'11 0') = — [0 — v (09 + O33)}]
2 u 1 4 » K
‘. 1 . 3V _, 1 . . .
€99 = 2‘“' (022 - 1 —I— ’ J) — ‘“E“ [0'22 Y 4 (033 —I— 0'11)] g [123 12]
. 1 . 3v _. 1 . . .
£33 — "2” (033“ 1 + » 0') — “E [0'33'“"‘"’ (0'11 0'22)] .

Per la parte plastica della deformazione, rappresentata dai secondi
termini al secondo membro delle [123. 9] e supposta incompressibile,
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er ¢. — 0 abbiamo la coincidenza tra le componenti della velocita
7t I

del tensore di deformazione e le componenti della velocitda del devia-
tore di deformazione, cioc:

: : ] _ A

&1 =€, = Aoy — o) = _g‘ (2071 — 099 — 043)
i |

Er9 = €59 = A (09— 0) = 3 (2099 — 043 — 0791) |123. 13]
T

€33 == €43 == A (0g3— 0) = 3 (2033 — 013 — 0Ogy) -

Sovrapponendo le quote elastica [123. 12] e plastica [123. 13] della
velocita di deformazione e tenendo presente la condizione di defor-
mazione piana e, = &5, - ef, = 0, abbiamo le equazioni di Prandtl-
Reuss per le componenti con indici uguali nella forma:

: 1 . : : A

€11 — E‘ [ 011 — v (O + 0g3)] 2 (201 ~— 09y — 033)

: 1 . : : A

by = o [0 — 7 (G35 + )] + - (200 — o —0yy),  [123. 14]
1 . : : /

0 = 5[533 — v (071 + 0s)] - 3 (2093 — 07y — 0yy)

mentre le equazioni per le componenti con indici distinti congervano
lo stesso aspetto anche in termini dei tensori di deformazione e di
tensione in quanto le componenti miste di questi coincidono con le
componentl miste dei deviatori corrispondenti.

c) Noluzione dei problemi elasto-plastici piani.

La risoluzione completa di un problema elasto-plastico richiede la
determinazione dello stato di tensione e di deformazione gia nella
zona elastica sia nella zona plastica. Mentre nella prima la tensione
¢ collegata direttamente con la deformazione attraverso le relazioni
d1 elasticita, nella seconda non esiste una corrispondenza univoca ed
un processo di deformazione plastica deve essere inteso come una
successione di inerementi della deformazione stessa il cui stato finale
dipende dall’intero percorso seguito e quindi in definitiva dal pro-
gramma di1 carico. Le soluzioni ottenute nella zona elastica e nella
zona plastica devono verificare certe condizioni di continuitd per le

tensioni e per gli spostamenti Iungo la frontiera di separazione tra le
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due zone: in generale tale frontiera non ¢ nota a prior: e rappresenta
una incognita del problema. Le difficolta incontrate nella risoluzione
di un problema elasto-plastico sono quindi estremamente gravi e solo
in pochi problemi particolari si riesce a fornire una soluzione in modo
abbastanza agevole.

A titolo di esempio consideriamo il caso molto semplice di un so-
lido prismatico a sezione rettangolare soggetto a compressione nella
direzione x, mediante due piastre rigide in condizioni di deforma-

Xy A
V4 2
Oa2
Jy; = >
oy = 0 X2
ﬂr:zz)+
Fig. 144.

zione piana, essendone impedita la deformazione secondo la dire-
zione x, normale al piano della fig. 140. Ricordando la soluzione di
tale problema ottenuta nel § 114 in fase puramente elastica e di cul
alla [114. 3], nel caso attuale lo stato di tensione sara caratterizzato
dalle componenti o,, € 033 = V09, €ssendo identicamente o;; = 75, = 0.
Le direzioni x,, @,, ¥; sono dunque principali per lo stato di tensione
e precisamente: ¢, = 0 risulta la tensione principale max, oz; quella
intermedia e o,, la minima trattandosi di una compressione.

Adottando la condizione di Mises [123. 5] lo snervamento del ma-
teriale sara raggiunto quando:

02y - 053 — Opp043 == 3 k2, [123. 15]
0o anche, dalla [123. 6]:
(1 —» 4+ v2) 635 = 0x . [123. 16]

La tensione e la deformazione corrispondenti allo snervamento sono
dunque:
Og

Vl—-——v—l—v2

(1 —v) og

a V1 — v + »2

S
’ €99

0yy = [123. 17]
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dove o3, risultera leggermente superiore alla tensione di snervamento O
per semplice compressione: per v = 0,3 abbiamo o3, = 1,127 o .

Posto o;; = 0 nelle [123. 14] si elimini il parametro ) tra la seconda
e la terza di queste equazioni in modo da ottenere:

E . . . 2 622 - 633 s .
822 — 0‘22 — 1/'0‘33 E— 2 (0‘33 — 120'22) . [123. 18]
O33 — O

Ditierenziando la condizione di plasticitid [123. 15] abbiamo una equa-
zione:

(2 09y — 033) 5’22 + (2093 — 0y) (;'33 = [123. 19]

dalla quale sara possibile ricavare o¢,, e sostituire tale valore nella
1123, 18]:

2033 — O | 209 — 0Oy
i

Hépy — — ( ) Gyg— 290y . [123. 20]

;-
2 099 — O3 2 Gg3 — Og

Questa relazione, con riferimento alla condizione di plasticita
[123.15] puo anche essere scritta nel modo seguente:

9 k2 1 .
Ogg [123. 21]
(2099 — 0Og3) (2055 — Og3) -

da cui integrando otteniamo la componente di deformazione secondo
P’asse @, a meno di una costante:

Feyp = (1 — 29) 04y In . (123, 22]

Con l'aumentare di e,, la tensione si avvicina al valore o., = — 2k,
che sostituito nella condizione di plasticita [123. 15] fornisce g,y = Oaof2.

11 problema discusso fu affrontato per via sperimentale da BRIDG-
MAN ! su campioni di acciaio a medio contenuto di carbonio. Tenendo
conto della difficoltd di realizzare un dispositivo sperimentale capace
di impedire la deformazione secondo 1’asse z;, alcune conclusioni ap-
palono in accordo con la teoria, come, ad esempio, il risultato riguar-
dante la tensione di snervamento ¢5,, che risultdo di cirea il 159, piu

elevata del valore corrispondente ad uno stato monoassiale di semplice
compressione.

' P. W. BRIDGMAN, Journ. Appl. Phys., 17, 225 (1946).
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124. Stati elasto-plasticl piani simmetriei.

Quando esiste una simmetria del sistema piano rispetto ad un
centro O, il problema s1 semplifica con 'impiego di coordinate polari.
Le tensioni principali sono espresse 1n tal caso dalle componenti cir-
conferenziale o,, radiale o, ed assiale o, = og,;,.

Nella 1potesi che quest’ultima s1 mantenga intermedia alle altre
due, per:

O, = Oy , O = 0, , Oy = Op [124. 1]

il eriterio di Tresca [123. 2] diviene:

oy — 0, < 2k. [124. 2]

Il criterio di Mises [123. 6], 1n termini delle tensioni principali, as-
sume laspetto:

(1 — v + %) (0 + 0,)2 — 30,05 < 3k, [124. 3]

e per un materiale incompressibile, cioé per v = %, si riduce formal-
mente al precedente:

o0 — 0, < 2Kk (124, 4]

Ad esempio, per un cilindro cavo soggetto a pressione interna p(t)
crescente monotonicamente con 1l tempo ¢, quando il materiale si trova
ancora totalmente 1n fase elastica le tensioni principali sono date
dalle [116. 21], precisamente:

[124. 5]

= (e TR LR R e
I1 criterio di Tresca assume in tal caso la forma:

DAV ope 1124. 6]

7-2 (b2 - @2)

Poicheé tale espressione diviene massima In corrispondenza del
minimo di 7, una deformazione plastica incipiente si verifichera sulla
superficie cilindrica interna di raggio r =a non appena la pressione 7 (¢)
vi raggiunga il valore limite:

Pg = — (1 — —) : [124. 7]
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Nell’ipotes1 di incompressibilita del materiale anche in fase ela-

stica 1l criterio di Mises fornisce una pressione 2/]/3—volte maggiore
della precedente.

Quando la pressione interna supera il valore limite la plasticizzazione
procede dal contorno interno estendendosi a zone piu esterne: data la
simmetria la superficie di separazione ¢ un cilindro di raggio ¢ (fig. 141)
variabile con il progredire dell’espansione. Poiche sulla frontiera elasto-
plastica 1l materiale si trova all’inizio dello snervamento, la condi-

Fig. 141.

zione di plasticita fornisce, per r = p, il valore della pressione p, cor-
rispondente a tale situazione. Adottando ad esempio il eriterio di
Tresca [124. 6] otteniamo cosi:

92 G;S' (b2 e a2)
pQ p— 2a2b2 ’ [124. 8]

e quindi dalle [124. 5], per p = p,, 1 valori delle componenti di ten-
sione sulla frontiera elasto-plastica:

02 G | 02 6 02
(b2 1), ) == (b2 1), g0 =250 [124.9]

s 78
T
2

Nella regione plastica ¢ < r < p le componenti di tensione dipen-
dono sia dalla posizione della particella considerata, individuata dal
raggio r, sia dalla posizione della frontiera elasto-plastica, individuata
dal raggio p, cioe:

0, = 0,(ry0)y, 05=05(ry0), 0,=0,(r 0), [124. 10]
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ed il parametro o esprime il processo di aumento della pressione du-
rante il programma di carico e puo essere assunto quindi come varia-
bile indipendente in luogo del tempo ¢.

In tale regione devono quindi sussistere sia 1’equazione di equilibrio
(116. 1} cloe:

40, | %% _ r124. 11
dr r - - 1]
sia la condizione di plasticita [124. 2] cloeé:

Otteniamo integrando con riguardo al fatto che o, e o, dipendono
anche da p:

0, = oglnr + f(o), 0= 0og(l+Inr)+f(e), [124. 13]

essendo f(o) una funzione arbitraria della sola o determinabile dalla
condizione che sulla frontiera elasto-plastica le [124. 13] devono assu-
mere 1 valori [124. 9].

Abbiamo quind1l per r = g:

G 0°
= (G —1) =oslne + (o), [124. 14]
da cui le espressioni delle tensioni:
(124. 15]
1/ ef 0 1/ ef 0]
0, = Og h?(ﬂgz—"——l)—'lﬂ—;ﬂ, Oy — Og _?("};&——I—l)—ln—?"-,
mentre il valore della pressione risulta:
- 1 92 Q -
p=— (00 = 0s |5 (1 — -b—z) +In - [124. 16]

Utilizzando quest’ultima relazione possiamo eliminare llncognita p
dalle [124. 15] in modo da avere in definitiva:

4 r

La determinazione delle componenti di tensione o,, o, ¢ stata
dunque ottenuta basandosi esclusivamente su considerazionl di puro
equilibrio e, naturalmente, sulla condizione di plasticita: parleremo
in tal caso di un problema staticamente determinato in quanto non &
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stato necessario prendere in esame la deformazione. L’analisi prece-
dente ¢ stata svolta trascurando ogni influenza della deformazione
sullo stato di tensione: infatti nelle espressioni delle componenti di
tensione o,, g, 1l raggio interno a appare coincidere con 1l suo valore
iniziale. Tale ipotesi restringe percio la validita dei risultati ottenuti
al campo delle piccole deformazioni, cioé con buona approssimazione
al caso di una plasticizzazione parziale del cilindro cavo, quando la

)

A 09/0s = 1,0

o

74 "

0.5

¥ig. 142,

deformazione plastica stessa ¢ contenuta dalla parte esterna ancora in
fase elastica.

Trascurando dunque la variazione del raggio a le tensioni o,., o,
sono determinate dalle [124. 15] in funzione del parametro p: la loro
distribuzione per un cilindro cavo con rapporto b/a = 2 ¢ indicata
nella fig. 142.

La determinazione della componente assiale di tensione o, e, na-
turalmente, dello spostamento radiale u, richiede l’impiego delle re-
lazioni tensioni-deformazioni: si ottengono in definitiva tre equazioni
differenziali non lineari la cul integrazione richiede procedimenti di
calcolo numerico. Senza insistere ulteriormente rimandiamo per mag-
giori particolari ad opere specifiche! gsull’argomento dove si1 trove-
ranno amplamente discussi tall aspetti del problema.

' R. HivL, The mathematical theory of plasticity, p. 106-114, Oxford (1950); W. PRAGER, PH. G,
Hobpar, Theory of perfectly plastic solids, p. 95-121, New York (1951).

27 — BaAlbaccr, T,
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126. Stati rigido-plastici piani.

Abbiamo visto nei precedenti paragrafi come la risoluzione del
problemi elasto-plastici si presenti ardua anche in casi piuttosto sem-
plici nei quali e possibile prevedere la forma della superficie di sepa-
razione tra la regione elastica e la regione plastica: la non-linearita
delle equazioni risolutive richiede quasi sempre 'impiego di procedimenti
numerici. Alcune difficolta possono essere evitate introducendo una
semplificazione del problema, precisamente 'ipotesi di un comporta-
mento rigido-plastico del materiale: sitfatta astrazione corrisponde a
considerare trascurabile la parte elastica della deformazione rispetto
alla parte plastica, come se le costanti elastiche avessero un wvalore
infinito.

Naturalmente la distribuzione delle tensioni determinata in tal
modo € soltanto approssimata ed assolutamente inaccettabile in si-
tuazioni nelle quali la regione elastica esercitli un’azione determinante
sulla regione plastica, come nell’esempio del cilindro cavo soggetto a
pressione interna del § 124. Esistono pero molti casi in cui lo scor-
rimento plastico del materiale non é decisamente contrastato dalla
fase elastica adiacente: 1’analisi di procedimenti tecnologici come la-
minazione, estrusione, trafilatura dimostra che in tali esempi di pla-
sticita non contenuta l'ipotesi di un comportamento rigido-plastico
del materiale ¢ in buon accordo con l’esperienza.

a) Le equazioni del problema.

Dal punto di vista analitico la teoria degli stati rigido-plastici
conduce ad un legame costitutivo! tensioni-deformazioni derivabile
dalle relazioni di Prandtl-Reuss [123. 14] per omissione della parte
elastica della deformazione, cioe, data la ammessa incompressibilita
(v = 1) in fase plastica:

: A : )

€11 = _3' (20yy — 0p9 — 033) E1p = ATy,

: / :

€99 = 'é‘ (2 099 — 033 — 0p) g3 = 0, [125. 1]
A

0 :'“3"'(20'33_0'11—0'22): £3 = U .

1 B, DE SAINT-VENANT, Comples Rendus Acad. Sciences Paris, 70, 473 (1870); M. Levy, Comples
Rendus Acad. Sciences Paris, 70, 1323 (1870): R. V. Misgs, Gollinger Nachr. Malh. phys. Klasse,
5382 (1913).
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La condizione di deformazione piana ¢, — 0 permette di ottenere:

033 = % (0 -+ 0gp) [125. 2]

da cui, sostituendo nelle prime due [125. 1], le seguenti relazioni si-
gnificative del problema:
. i :
&1 = - (011 — Os) , &y

2

|

A . .
'E' (0'22 — 0p)y &g = ATy . [125. 3]

Il materiale si comporta dunque come perfettamente rigido sino
al raggiungimento della fase plastica: questa ha inizio a partire da un
limite di snervamento che puo essere individuato da un criterio op-
portuno. Data la incompressibilitd del materiale anche in fase elastica,
Implicitamente ammessa con ’ipotesi di un comportamento perfetta-
mente rigido in tale fase, le condizioni di plasticith di Tresca e di
Mises assumono la stessa espressione formale:

(011 — 0g)% + 47?2 < 4kK%, [125. 4]

dove k& = 0y/2 nel primo caso e k — C-‘S/]/3_ nel secondo.

In assenza di forze di massa le equazioni di equilibrio si riducono
alle:

011,1 T Ta1,0 = 0, Ti9,1 T Ogs0 = 0, [125. 5]

mentre la condizione di incompressibilith &, -+ £, = 0 diviene in ter-
mini di derivate delle velocitd di spostamento Vy = Uy, Vg = Us?

i1+ Vpg=0. [125. 6]

Le direzioni principali di tensione sono caratterizzate da due va-
lori dell’angolo «,, cioé:

tg 2a, = , [125. 7]

mentre le direzioni principali delle velocity di deformazione plastica
sono caratterizzate dai due valori dell’angolo B,, ottenuti da una espres-
sione formalmente analoga alla precedente:

2
tg 28, = - e [125. 8]

€11 = &a9

In un materiale isotropo le direzioni principali della velocitd di

deformazione plastica devono coincidere con le direzioni principali di
tensione, cioé aq, = f,.
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Espressa allora la [125. 8] in termini di velocita dei gradienti di
spostamento otteniamo la relazione:

27Ty9 _ V19 T Voq 1125, 9]

011 — Oa2 V11— Vg9

Le equazioni precedenti rappresentano la base per la determina-
zione dello stato di tensione-deformazione nella regione plastica del
sistema piano: poiché risultano omogenee nelle velocita le tensioni
cost calcolate sono indipendenti dalle velocita di deformazione ed 1l
tempo assume il ruolo di un semplice parametro che caratterizza 1l
procedere della deformazione stessa.

La condizione di plasticitd [125.4] e le equazioni di equilibrio [125.5]
costituiscono nel loro complesso un sistema di tre equazioni nelle tre
incognite oy, 0, T;o. Una volta trovate le componenti di tensione la
condizione di incompressibilitd [125. 6] e la [125. 9] sono sufficienti ad
individuare le velocita vy, v,.

Tale circostanza fa intuire che potranno esistere due tipi di
problemai:

I. Nel primo caso le condizioni al contorno riguardano esclusiva-
mente le componenti di tensione. La loro distribuzione nella regione
plastica resta pienamente individuata dalle equazioni di equilibrio e
dalla condizione di plasticitd, senza necessita di ricorrere alle rela-
zioni di legame [125. 3] ed alla determinazione delle velocita: pro-
blemi di tale natura vengono detti staticamente determinati.

II. Nel secondo caso le condizioni al contorno riguardano anche
o totalmente le velocitd. L.a determinazione delle tensioni non puo
prescindere da quella delle velocitah e le equazioni del problema de-
vono essere risolte contemporaneamente: problemi di tale natura ven-
gono detti staticamente indeterminate.

b) Linee di scorrimento plastico.

Con riferimento al § 113 consideriamo le due famiglie di linee or-
togonali individuate dai due valori dell’angolo aj:

T 7T
o, = ag + o oy = 0o — 7 [125. 10]

cioe le linee che hanno per tangenti in ogni punto le direzioni delle
tensioni tangenziali estreme v, T:
011 — Ogo

tg 2a, = — . [125. 11]

2 Tqo
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Tali direzioni bisecano gli angoli formati dalle direzioni principali
di tensione e, in un materiale isotropo, coincidono con le direzioni
delle dilatazioni angolari estreme y., . secondo le quali si verifica
lo scorrimento plastico: alle due famiglie ortogonali [125. 10] daremo
percio il nome di linee di scorrimento. Le equazioni nelle componenti
di tensione da un lato e le equazioni nelle componenti di velocita dal-

ol

&t

Fig. 143.

’altro possono essere riferite alle linee a,, a, intese come un sistema
di coordinate curvilinee ortogonali.

A tale scopo, nel punto generico P consideriamo un elemento su-
perficiale limitato da due coppie di linee di scorrimento come indicato
in fig. 143 a). Le tensioni tangenziali valgono: 7, sulle facce parallele
alle linee della famiglia o, e 7, sulle facce parallele alle linee della
famiglia «,, cio® 7,,, = -k, mentre le tensioni normali valgono
o = (o, + o)/2.

Con riguardo alla rappresentazione piana di Mohr riportata in
fig. 143 b) le tensioni oy, 0,9, 715, agenti sugli elementi superficiall pa-
ralleli agli assi x;, @, rispettivamente, risultano in termini delle ten-
gioni principali:

oy = % (0; + op) - L (¢,— 0,)8in2a,
Opp = % (0, + o) — 3 (0, — o) SIN 2a, [125. 12]
112 — ‘%‘ (GI_ O )COS 2(11,
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dove a, indica I'angolo che la tangente alla linea di scorrimento a,
forma con l'asse x,. Poiche la componente isotropa del tensore di ten-
sione vale ¢ = (0, + 0,,)/2 e la tensione tangenziale max vale:

— 1 —
Tmax = 39 (O‘I-—-U'H) — k?
le precedenti relazioni possono essere scritte:
611 — E —I_‘ kSiIlQCII,

o —ksin2a,, [125. 13]

kcos2a,.

|

f

Sostituendo allora le [125. 13] nelle equazioni di equilibrio [125. 5],
queste ultime vengono espresse in termini della tensione media ¢ e
dell’angolo a,:

61+ 2k (a;;0082a, + a;,8in2a) =0,
_ (125, 14]
0o+ 2k (ar,8M2a, — a;,€082a,) =0,

dalle quali, moltiplicando la prima per cos a, (rispettivamente per
sin a,), la seconda per sin a; (rispettivamente per cos ) otteniamo
per somma e differenza:
5"1 COS a; 5,2 sina, + 2k (a;;c08 a, + a5, 8ina) =0,
[125. 15]

Ricordando D'espressione della derivata di una funzione rispetto
alle tangenti s, e s, a1 due sistemi di curve a, ¢ a,, le precedenti
equazioni assumono la forma compatta:

1

%, _ % _
Ewl(a4-2kq9:=o, -— (0—2ka) =0, [125.16]

da cul 81 deducono le relazioni dovute a HENCKY !:
o+ 2ka, = ¢, 6 —2ka, = ¢, [125. 17]

dove ¢, ¢
mento a,, aj.

Con un procedimento analogo possono essere riferite alle linee di
scorrimento anche le equazioni nelle velocita, ottenendo le relazioni
dovute a HILDA GEIRINGER 2:

risultano costanti lungo le rispettive linee di scorri-

dv, — v,da, = 0 lungo a,, dv,  v;da, =0 lungo a. [125. 18]

1 H. HENCKY, Zeits. angew. Math. Mech., 3, 241 (1923).
2 H. GEIRINGER, Proc. 3rd Int. Congress Appl. Mech., &, 185, Stockolm (1930).
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Esse esprimono 1l fatto che lungo una linea di scorrimento la velocita
della dilatazione lineare deve essere nulla.

Dalle equazioni [125. 17} e [125. 18] discendono alcune interessanti
proprieta per le linee di scorrimento, che ne caratterizzano la geometria
e possono essere utilizzate per la loro costruzione effettiva. Tali pro-
prieta sono intimamente collegate con 1l caratiere iperbolico delle equa-
zionl relative agli stati rigido-plastiei: di tali equazioni le linee a,, o,
rappresentano le cosiddette caratieristiche. L’argomento, di natura pre-
valentemente matematica, esula dai limiti della presente esposizione:
rimandiamo percio ad alcune opere specifiche in materia i, dove tali
aspetti hanno ricevuto una esauriente trattazione.

¢c) Alcune soluzioni elementar.

Come primo esempio relativo ad un problema particolare di stato
rigido-plastico, riprendiamo in esame 1l caso di un prisma compresso
tra due piastre rigide parallele, gia considerato nel § 123 nel caso di
un comportamento elasto-plastico del materiale. Se l’altezza 2a in
direzione x, & piccola rispetto alla larghezza in direzione x;, nella zona
centrale a sufficiente distanza dai bordi le linee di1 scorrimento avranno
un andamento piu uniforme e la loro pendenza potra essere assunta
indipendente da x,. In tale ipotesi, con riguardo alle [125. 13], anche
la 7, e la differenza oy; — 05 risultano indipendenti da ;.

La condizione di plasticita [125. 4] sara dunque verificata as-
sumendo:

Ty = kf(2,) , Oy — Ogp = 2k Vi— — fz(mz)J ’ [125. 19]

dove f(x,) € una funzione arbitraria della sola variabile x,. Sostituendo
nelle equazioni di equilibrio otteniamo per eliminazione della oy :

Oop1 + Kf,2(%2) a9, = 0. [125. 20]
Le equazioni differenziali [125. 20] possono sussistere se e solo se:
f(%g) = ¢1%5 + Ca Gop = — Kk (¢12, + ¢) [125. 21]

essendo ¢, ¢, ¢ tre costanti. Poiché le condizioni al contorno richie-
dono che:

1 R. HILL, The mathematical theory of plasticity, p. 128-60, Oxford (1950); A, M. FREUDENTHAL-
H. GERINGER, The ideal plastic body, in « Handbuch der Physik », 6, p. 322-99, Berlin (1958).
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ne consegue: ¢, = i, ¢, = 0 e quindi le relazioni dovute a PRANDTL !:

% xs
0‘11:70(—0 al } 2]/1 az),
2

X
Gag = (—' C— —; ) ’ [125. 23]
Lo
le — .
a

e eee

el
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Fig. 144.

Le equazioni delle linee di scorrimento si ottengono sostituendo
nella terza delle [125. 13] 1l wvalore della tensione tangenziale otte-
nuto dall’ultima [125. 23]:

Ty = @ COS 2a, 1125, 24 ]

da cui derivando e ricordando la definizione dell’angolo a, dalla fi-
gura 143 b) abbiamo le equazioni differenziali per le due famiglie di
linee di scorrimento a., a.:

dx
(d 2) =tg o, = —2aaq;,81n 2a_,
p [125. 25]
Lo .
- — cot = — 2 sin 2a, .
(d.fcl )1;[ g a, aay;Sin Za,

Otteniamo cosl le seguenti espressioni per la coordinata x, (fig. 144):

r, =—a (2a, 4 sin 2a;) 4+ ¢, sua,

. [125. 26]
£, = a(2a,—sin2a) +c¢, SU a.,

1 1., PRANDTL, Zeits. angew. Math, Mech., 3, 401 (1923).
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dove 1n entrambi 1 casi la o, ha il valore [125. 24]. Si riconosce che le
due famiglie a, a, sono cicloidi, ottenute dal rotolamento di un
cerchio di raggio a ed intersecantisi ad angolo retto. Ognuna delle
due rette z, = -4 a, lungo le quali la tensione tangenziale raggiunge
11 suo massimo valore uguale a k, costituisce una frontiera della re-
gione plastica e l'inviluppo di una famiglia di linee di scorrimento.

Fig. 145.

Come secondo esempio consideriamo un sistema rigido-plastico
piano con un foro circolare di raggio a, lungo il bordo del quale agisca
una pressione radiale uniforme p. Data la simmetria conviene riferire
il problema a coordinate polari r, 4. Poiche 7,, = 0 le componenti

o,, 0 SONO tensionli principali e devono verificare ’equazione di equi-
librio [124. 117:

49, | 9”9 _ 125, 27
dr r 7 - 47

e la condizione di plasticita [124. 12]:
g, — 0y = 2k, [125. 28]

conglobate nell’unica equazione differenziale:

dor L 2E 125. 29
ar r [125. 29]
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Con riguardo alla condizione ¢, = — p sul contorno » = a, I'In-
tegrazione della [125. 29] fornisce la soluzione:

Y '
6. = 2kIn — —p, crﬁ:?k(l—l—ln-—-—)——p. [125. 30]
a a

Le linee di scorrimento risultano due famiglie ortogonali di spi-
rali logaritmiche, come indicato nella fig. 145, di equazione:

r
V) — In — = cost ] [125 31]

a

e non possiedono alcun inviluppo.
Limitando la nostra esposizione ai due semplici esempl sopra di-
scussi rimandiamo alla edizione tedesca dell’opera di SOKOLOVSKIJ?!

dove sono ampiamente trattati numerosi problemi relativi a stati
rigido-plastici.

126. Analisi limite di stati rigido-plastici piani.

Un sistema piano, soggetto ad una distribuzione di carico propor-
zionale nel senso specificato nel § 67, perviene ad una situazione di
collasso quando si verifichi uno scorrimento plastico che procede
senza dover aumentare le forze stesse, cioe quando la detormazione
plastica non sia piu contenuta.

Nell’ipotesi semplificativa che le forze applicate siano unicamente
superficiali, di componenti f,, f,, la situazione limite sara raggiunta
in corrispondenza di un sistema limite di carico mf,, mf,, essendo m
il coefficiente di1 sicurezza.

La risoluzione di problemi specifici, anche nell’ipotesi di un coms-
portamento del materiale schematizzato a rigido-plastico, presenta
difficoltd notevoli: appare quindi interessante sul piano applicativo
poter fornire limitazioni superiori ed inferiori del coefficiente di sicu-
rezza m mediante 'impiego dei due teoremi dell’analisi limite dimo-
strati nel § 68. Tale impostazione richiede di poter costruire distri-
buzioni staticamente ammaissibili per le componenti di tensione e
distribuzioni cinematicamente ammissibilt per le velocita di deforma-
zione, dalle quali ricavare rispettivamente i moltiplicatori m°® e m*,
tali che:

m* > m > mo. [126. 1]

1 V., V. SOKOLOVSELS, Theorie der Plastizildl, Berlin (1955) (trad. della ediz. russa: Teorija
plastiénosti, Moskva, 1950).
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Come abbiamo piu volte avvertito, questo punto di vista della ve-
rifica di sicurezza differisce sostanzialmente da quello in senso stretto,
che 1mpone invece di non raggiungere il limite di snervamento in
alcun punto del solido. Nel caso piano il criterio tradizionale utilizza
la riduzione dello stato di tensione ad uno stato monoassiale ugual-
mente pericoloso, in base al concetto di tensioni ideali le cui espressioni

sono fornite rispettivamente dalla [123. 4] e dalla [123. 8] a seconda
della condizione di plasticita adottata.

i}
ot

Fig. 146.

a) Linee di discontinuila.

Nella costruzione di stati ammissibili si ricorre spesso a distribu-
zioni discontinue! sia per le tensioni sia per le velocita di deformazione.
Del resto abbilamo gia incontrato esempi di discontinuitd nelle ten-
sionl, come per le sollecitazioni di flessione nel § 92 e di torsione
nel § 103.

Con riferimento alla fig. 146 consideriamo lo stato di tensione in
un elemento di superficie che attraversi una linea di discontinuitd 1
e contrassegnamo con gh indier 1 e 2 le tensioni agenti sui due lati
di I. L’equilibrio dell’elemento richiede che le tensioni normale e tan-
genziale dirette secondo la perpendicolare n alla linea ! siano continue,
mentre la tensione normale diretta secondo I pud anche essere di-
scontinua In quanto autoequilibrata su ogni lato di I. Indicando
con a Pangolo formato tra la normale n e P’asse x,, con riguardo alla

1 'W. PRAGER, Courant dAnnwersary Volume, 289-99, New York (1948).
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fig. 143 b) otteniamo le espressioni delle componenti di tensione o),
e 7, nella forma:

o, =0 -+ ksin2(a,—a), 7, =kcos2(a,—a), [126. 2]

mentre la componente di tensione ¢,, agente sull’elemento superficiale
normale a [ risulta:

6, =0 — ksin 2 (a, — a) . [126. 3]

La condizione di continuita per le tensioni o,, 7, agenti sull’ele-
mento superficiale parallelo alla linea ! conduce alle:

280 1 gin 2 (a{! — a) = 2@ - sin 2 (o) — a)

[126. 4]
cos 2 (al? — a) = cos 2 (a{) — a),

avendo introdotto la grandezza adimensionale s = ¢/2k. Le radici
delle equazioni [126. 4] sono:

s® = ¢ L gin 2 (a{V) — a), o\? =2a—ai) + 1o, [126. 5]

con 7 intero: la seconda [126. 5] mostra che la linea di discontinuita !
biseca in ogni punto 1’angolo formato dalle linee di scorrimento della
famiglia a, passanti per quel punto.

Le equazioni [126. 2] non determinano univocamente lo stato di

tensione in P. Abbiamo infatti risolvendo rispetto a a, e s:
1 T, 1 10, _ “
a, = a -} 5 are cos-——]-c—, S = - LT——SIDQ(C&I—-&)“ , [126. 6]

per cui a valeri assegnati di o, e 7, corrispondono due coppie di va-
lori per a, e s. Lo stato di tensione risulta dai due cerchi di Mohr
della fig. 147: ognuno dei due cerchi ha raggio k, centro sull’asse o,
e passa per lo stesso polo M di coordinate (o,, 7,)

L’esistenza di due possibili tensioni a{’ e o} & dovuta al carat-
tere quadratico della condizione di snervamento. Riferita infatti la
[125. 4] agli assi n, ! invece che agli assi x;, x,, cloe per o, = 0,,
Opp = Oy Tye = Tp, S1 ha:

(0, — 0,)2 + 472 = 42, [126. 7]

da cui risolvendo rispetto a o, otteniamo 1 valori:

o, =0, + 2 Vk2—12. [126. 8]
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Una linea di discontinuita per la tensione in una zona plasticizzata
rappresenta il ricordo di uno stato elastico precedente. Nel problema
della flessione 'andamento delle tensioni in campo perfettamente pla-
stico corrisponde all’andamento discontinuo del diagramma di fig. 76:
I’asse neutro separa in tal caso due distribuzioni uniformi di tensioni
normali oy, — 04, € rappresenta il limite a cuil si riduce la zona ela-
stica con il diffondersi della plasticizzazione.

Tn
1 A
M
Sl & ) - 52 o
K K Tn
S i g -
01 O.Z "[ {fn
. ‘f?
o)
| JF S
o)
ot A
Y
Fig. 147.

Anche le distribuzioni di velocita dello spostamento possono essere
discontinue: la componente v, tangente ad una linea di discontinuita /
ha un brusco salto di valore passando da una parte all’altra della
linea, mentre la componente v, normale a [ deve avere lo stesso va-
lore sui due lati di /. Come una linca di discontinuita per la tensione
rappresenta il Iimite della zona elastica che separa due zone a ten-
sione uniforme cosi una linea di discontinuita per la velocita rappre-
senta 1l limite di una zona nella quale s1 ha una transizione continua
da una distribuzione di velocita ad un’altra.

In questa zona di transizione la velocita di deformazione ¢, deve
tendere a zero insieme con g = —¢,. Con il contrarsi della zona
stessa ad una linea il rapporto g,/e, tende percio all’infinito. Nel-
Pipotesi 4 = oo corrispondente ad un comportamento rigido-plastico,
dalle relazioni di Prandtl-Reuss [123. 9] s1 ha che le componenti s,
s, del deviatore di tensione si annullano e quindi la condizione di pla-
sticita [125. 4] é soddisfatta per 7,, = k, cioe la direzione ! é una linea
di scorrimento o un inviluppo di linee di scorrimento.
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b) Applicazione di distribuziont discontinue nell’analisi limite.

Mostriamo ora in quale modo le distribuzioni discontinue possono
essere utilizzate nell’analisi limite di stati piani di deformazione.

Come primo esempio, con riferimento alla fig. 148, consideriamo
un cuneo di apertura 2g, simmetrico rispetto all’asse x, e soggetto

ad una pressione uniforme p lungo il lato O_El. Sia I = OB una linea

g p

Fig, 148,

di discontinuita che separi due distribuzioni costanti di tensione. Ab-
biamo infatti:

a:ﬁ? Op = — P, Tn:() Suo—:il!
_ [126. 9]
o=n—p, o,=0, 7, = 0 su 0OA, .
Le equazioni [126. 6] divengono nel caso attuale:
7T 1 P ——
a, = f + T s=—2—(—k 1) su OA4,,
[126. 10]
7T 1 —
aI:R_‘B—_-I? § — o S 0.&12,

dove 1 segni superiori ed inferiori sussistono indipendentemente per
1l lato OA,, e per il lato OA,.
Osservando che la pressione laterale p tende ad inflettere il cuneo

in modo da produrre compressioni lungo 5:42, la [126. 6] indica che
su tale lato dovremo adottare i segni superiori.
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In ciascuna delle due regioni OBA, e OBA, assumiamo una di-

stribuzione costante di tensioni, per cui sui due lati di OB avremo
1 seguenti valori:

a%l): ::i, 8(1):--}-(—-—29“1):
4. 2 k
[126. 11]
L0 P27 — B g _
I 4 ? 9

Poiché sulla linea di discontinuita a, = 0, le espressioni di af", a{®
soddisfano alla seconda condizione [126.5] con r = 1 scegliendo il
segno inferiore nella prima [126. 11]. Infine, sostituendo i valori s,
s, g nella prima condizione [126. 5], otteniamo per a = 0:

p =2k (1 —cos28). [126. 12]

In altri termini, nel cuneo interamente plasticizzato la distribu-
zione di tensione adottata risulta staticamente ammissibile quando la
pressione laterale raggiunge il valore [126. 12]: naturalmente tale ri-
sultato non prova che essa sia la sola distribuzione di tensione
possibile.

Come secondo esempio consideriamo un sistema piano di forma
rettangolare con due intagli semicircolarli simmetrici!, soggetto ad una
trazione uniforme f, ed indicato nella fig. 149.

Una semplice distribuzione di tensioni staticamente ammissibile
dovra verificare: le equazioni di equilibrio e la condizione di plasticita
in ognuna delle regioni in cui il dominio piano A risulta suddiviso
dalle linee di discontinuita, e le condizioni di equilibrio sul contorno.
In termini della funzione di tensione ¥ (x,, x,) definita dalle [112. 5]
una tale distribuzione dovra soddisfare all’unica equazione:

(T,ll I !pizz)z _[_ 4 g-/’ ?2 Q 4:1‘:2 . [126- 13]

Scelta allora la ¥ (x,, x,) come un polinomio di secondo grado
in x,, &, In ognuna delle cinque regioni della fig. 149 a), ed adottando
1l segno di uguale nella [126. 13], otteniamo le distribuzioni uniformi
di tensione, indicate a tratteggio e separate da linee di discontinuita
rettilinee.

Nelle regioni terminali viene ammessa una trazione uniforme uguale
a f,, mentre nelle zone non tratteggiate la tensione & supposta nulla.

1 'W. PRAGER, Proc. Intern. Congress Mathematicians, Cambridge, U.S.A., 1950, 2, 297, Provi-
dence (1952).
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Puo essere cosi determinato un limite inferiore per le forze ap-
plicate pari a f; = 1,26 k, per cui un moltiplicatore staticamente am-

missibile é:
1,26 &

md — 7 1126, 14]
A X, A X
LAIL![IWIALE
3a "[,/
//%/
2a x::-

Ja; A

a) b)

Fig. 149.

Una distribuzione cinematicamente ammissibile di velocita € in-
dicata nella fig. 149 b) dove la retta AB € una linea di discontinuita.
La regione tratteggiata si muove rigidamente nella direzione della

freccia, mentre la regione rimanente rimane ferma.
S1 puo calcolare un limite superiore pari a f¥ — 1,60 k, in quanto
un moltiplicatore cinematicamente ammaissibile é:

m* = — = . [126. 15]
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Abbiamo dunque dal teorema espresso sinteticamente dalla rela-
zione [68. 5]:

1,26 k 1,50 k
< m < : [126. 16]

f2 f2

una valutazione approssimata del coefficiente di sicurezza m.

127. Problemi relativi a solidt di rivoluzione.

Molti importanti problemi applicativi si riferiscono a solidi di rivo-
luzione intorno ad un asse z: tali problemi non sono evidentemente

Fig. 150,

piani per l'esistenza di componenti di deformazione e di tensione di-
rette secondo l’asse di rivoluzione. Sono pero strettamente collegati
al problemi piani e da questi derivabili con una immediata genera-
lizzazione: tale motivo ne giustifica un cenno nel presente capitolo.

La posizione del punto generico nel piano (x;x,) normale all’asse 2
sara individuata da un sistema di coordinate polari », ¥ come nel § 115.
Alle componenti di spostamento u,, u, nel piano (x,x,) deve essere
aggilunta la componente u, nella direzione dell’asse z. Alle tre com-
ponenti di deformazione del problema piano, espresse dalle [115. 1],
[115. 2], [115. 3], cloe:

E

1 1 (u,.ﬁ U o

r— Up py %:7(“;- Uy 9)y  Erp = 5 /}: —, | “’ﬁ,r)? [127. 1]

devono essere aggiunte le altre tre component: di deformazione:

1 1

PR
= tey e (st Uy s = o (W ). [127.2]

28 — BALDAcCCI, 1.
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Per quanto riguarda le componenti di tensione, oltre alle tre o,,
og, T,e del problema pilano 1n coordinate polari, dovremo considerare
le tre componenti dirette secondo z, e precisamente la componente
normale o, e le componenti tangenziali t,,, 7;,. Con riferimento alla
fig. 150, in assenza di forze di massa, possiamo scrivere le equazioni
di equilibrio alla traslazione secondo r, ¢, 2z di un elemento di vo-
lume rdddrdz con un procedimento analogo a quello seguito nel
§ 115 per la deduzione delle [115. 6]:

Tor,e |, Op— Oy

G, ., + T | | = ()
r,Tr 2r,2 r . Y
P A
Tro,r + Tz9,2 } > = 0 ’ [127. 3]
T9z,0 + Tz
Vrz,z T Oz, 2 } , —= 0 9

mentre, per lequilibrio alla rotazione, devono essere soddisfatte le
tre equazionl: ty5,= 1, , Ty == Tpy s T,0= Ty, -

a) Problema della torsione ner solidv div rivoluzione.

A titolo di esempio consideriamo un solido di rivoluzione soggetto
ad un momento torcente: ¢ questo un problema di interesse applica-
tivo per gli alberi ruotanti di sezione circolare variabile.

Ricordando 1 risultati ottenuti nel § 101 a) per un cilindro circo-
lare, cioé per un solido di rivoluzione di sezione costante, supponiamo
che 'unica componente di spostamento diversa da zero sia u,. Poiché,
in virta della simmetria circolare wu, deve essere indipendente dal-
’anomalia &, le componenti di deformazione espresse dalle [127. 1] e
[127. 2] assumono in tal caso la forma:

[127. 4)

Con riguardo alle relazioni di legame elastico isotropo lineare le
corrispondenti componenti di tensione risultano:

Ug
0‘?.:0, Jﬂ:oa Tpg= M \ Uy p— ” 9

[127. 5]

0, = 0 . Typp = Oa Tg,=— UUs 4 -
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Sostituendo queste espressioni nelle equazioni indefinite di equi-
librio [127. 3], vediamo che la prima e la terza sono identicamente
soddisfatte, mentre la seconda diviene:

2 T?‘ s

Tro,r + Toss + - =0, [127. 6]

Questa equazione, scritta nella forma equivalente:
(r°Tr9),p + (7275,) .= 0 [127. 7]

esprime la condizione di esistenza per una funzione di tensione ¥(r, 2),
tale che:

2, =— W, ey, = W, . 127, 8]

Il rispetto della congruenza richiede inoltre che le due equazioni
significative [127. 5] diano luogo a:

1 Ug Ug
Tz Ju T . fu‘r 7 ?
[127. 9]
1 (I
2 Y =puy = pr (T) 2

Dividendo per r e derivando, la prima rispetto a z, la seconda ri-

spetto a r, I'egunaglianza deil secondi membri impone alla ¥(r, z) di
verificare ’equazione:

(.L @[JT) n (_1__ w.) —0, [127. 10]

r3 p3 7

cio¢ di essere una funzione quast armonica piana.

Dalle condizioni al contorno sulla superficie laterale del solido di
rivoluzione, libera da forze applicate, deduciamo che in ogni punto
del contorno € di una sezione assiale lIa tensione tangenziale risultante

nel piano (rz) deve essere tangente a C, avendo componente normale
nulla sulla normale a C, cioé:

dz dr
Tsr dsﬁ T, ;Z_;; — () ) [127. 11]

essendo ds un elemento del contorno €. In termini della funzione
¥(r, z) otteniamo dalle [127. 8]:

dz ar

4 - ¥ == () 127. 12
» 2 dS i T ds ’ [ ]
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per cul ¥(s) deve mantenersi costante sul contorno della sezione as-
siale, determinato da ¥ = cost.

Il valore del momento torcente nella sezione trasversale generica
di raggio esterno a risulta allora:

Mt=f2:n: re,rdr =20 [ W dr = 2x[¥(a, 2) — ¥(0,2)]. [127.13]
0 v )

A x; r
nl
Tor

r w = Cost

Fig. 151.

Il rapporto u,/r che compare nella [127. 9] esprime la rotazione w
di un anello elementare di raggio r nella sezione trasversale generica.
In genere tale rotazione varia con r per cui I’elemento lineare r non
rimane rettilineo, come nella torsione del cilindro circolare, ma si in-
curva. In termini di1 o le equazioni [127. 9] assumono la forma:

urdo =¥,  urte,=¥,, [127. 14]

dalle quali otteniamo che w(r, 2) deve verificare la:

(7w ), + (3w ) ,= 0 1127, 15]

3 3 »

e risultare quindi una funzione quasi-armonica piana.
Una soluzione della [127. 15] fornisce cosi la rotazione w in fun-
zione di r e z. Ponendo tale soluzione:

w(r, ) = cost., [127. 16]

otteniamo l’equazione di una superficie, luogo dei punti che hanno lo
stesso valore di w. L’intersezione di tale superficie con la sezione as-
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siale del solido & indicata in fig. 151 b). Nel corso della deformazione
dovuta al momento torcente le superficie [127. 16] ruotano rigidamente
intorno all’asse 2 senza subire distorsioni, proprio come avviene per
le sezioni del cilindro circolare.

In ogni punto del meridiano della o = cost. la deformazione &
quindi una pura dilatazione angolare nel piano perpendicolare al me-
ridiano e la tensione tangenziale corrispondente, nel piano della se-

Ar
{
ﬂ.{ﬁ
J3 ,
i
a
!
-._.-F".‘.-.-F L
< - 7
O ~~ T I Z
H"“u-..___ )
F
|
4 .
5 e
Fig. 152.

zione assiale, ha direzione normale al meridiano. Sul contorno questa
tensione deve avere la direzione della tangente, per cui il meridiano
risulta perpendicolare al contorno stesso.

La soluzione del problema espresso dalle equazioni [127.10] e [127. 12] riesce
immediata per un solido di forma conica circolare, come indicato in fig. 152.
Indicando con a la semiapertura abbiamo che la grandezza:

2
B l/*:"2 -+ 22

¢ costante sul contforno, cioé per » = a, dove assume il valore cos . Una funzione
arbitraria di { verifichera certamente la condizione al contorno [127. 12]; assunta
allora una funzione di tensione:

V() = ¢ (L— 3% 0%, [127. 18]

¢ [127. 17]

dove ¢ & una costante arbitraria, vediamo che anche l'equazione differenziale
[127. 10] e soddisfatta. Otteniamo inoltre dalle [127. 8]:

1 .
T,9 = 3 V,=—cr(r* 4 2%) 2,
[127. 19]
1 2
Ty, = — ¥, = —crz(r* + 2%) 2,
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e dalla [127. 13] una relazione per determinare la costante c:

M,

f

— 27e (2 —cos a + 4 cos? a). [127. 20]

Il massimo valore della tensione tangenziale risultante 7y si verifica sul contorno
in corrispondenza della sezione trasversale di raggio minimo. |
Sostituendo le espressioni [127. 19] nelle [127. 5]:

T

s _._E
Ht Uy, = —c¢r {r* + 2%) 2,

[127. 21]
5
— Uy, = —crz (r 4 2?) 2,
otteniamo con una semplice integrazione:
Uy _2 |
W = = 3er (r2 + 2% 2 + wq, [127. 22]

r

dove w, rappresenta una rotazione rigida del cono rispetto al suno asse, e che puo
essere posta uguale a zero. In tal caso 1 luoghi deil punti w = cost. sono superficie
sferiche avent1 tutte lo stesso centro nell’origine O delle coordinate.

b) Problemi assialmente stmmetrice.

Quando la distribuzione delle forze applicate ad un solido di rivo-
luzione e simmetrica rispetto all’asse 2z, anche lo stato di deforma-
zione e lo stato di tensione risultano simmetricli rispetto a tale asse.
Devono percio annullarsi identicamente le due componenti di defor-
mazione ¢, =¢,,=0 e le due componenti di tensione 7,;=1,, = 0,
e le rimanenti essere indipendenti dall’anomalia 4.

Le se1 equazioni di congruenza [127. 1] e [127. 2] s1 riducono alle
quattro seguenti:

Ep = Uy p €o = ? Es== Uz 2 » Erz = % (%r,z - u’z,r) 9 [127 23]

mentre le tre equazioni di equilibrio [127. 3] s1 semplificano nelle due:

T LI 127. 24
- ' Trz,r + Gz,z l ? [ . ]

Y

!
Ur,r —[_ rzr,z l .

essendo 1denticamente soddisfatta I’equazione di equilibrio secondo .
Anche nel caso presente e possibile ricondursi, come fu fatto per
il problema piano nel § 112, ad esprimere le componenti di tensione
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mediante una singola funzione ¥(r, 2):
Op = (’VV Y — gj,rr),z ?

1
(’VVW_"'"’" gj,r)z?
r 1127, 25]

O, = [(2 — 'p) V¥ — W,zz],z 9
T ,={(1—») V¥ —¥ ., 1,,

|

Gy

dove la funzione di tensione ¥(r,z) deve essere soluzione dell’equa-
zione biarmonica in coordinate cilindriche:

VV¥=0. [127. 26]

I lineamenti del procedimento! che conduce alla costruzione della funzione ¥ (r, 2)
possono essere sintetizzati nel modo seguente.
Posto, in analogia con la terza [112. 5]:

trg = Q@ rz> [127. 27]

essendo ¢ (7, 2) una funzione arbitraria, dalla seconda equazione d’equilibrio abbiamo:

1
Oz = @, rr =+ ? P.ro [127. 28]

a meno di una costante inessenziale. Poiche dalle prime due equazioni di con-
gruenza risulta che e.=(rey) ., per uno stato elastico isotropo lineare otteniamo
in analogia con le [115. 18]:

(L + ») (6, —04) = r (63 —vo,—vo,) ,. [127. 29]
Se Introduciamo allora una nuova funzione y(r, 2) definita dalla:
6= Q..+ X5 [127. 30]
la prima equazione di equilibrio [128. 2] diviene:
(L +72) %, + (6g—vo,—vo,), =0, [127. 31]
per cui possiamo introdurre la posizione:
Og =PV@— X [127. 32]
L’invariante lineare di tensione ® & ora espresso dalla relazione:

O=0c+0,+0,=04+rVe, [127. 33]

e polche 1n assenza di forze di massa @ risulta una funzione armonica dalla
[41. 9], la funzione ¢ deve essere biarmonica, cioé YV ¢ = O.

' A. E. H. LovE, A4 frealise on the mathematical theory of elasticity, 4* ediz., 2* rist., pp. 274-276,
Cambridge (1952).
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Le due funzioni ¢ e y non sono indipendenti: infatti la seconda [127. 23] per
le [40. 8] e [40. 10], puo essere scritta come:

Ew,, = r(cyg—ve,—vo,}, [127. 34]

o anche, tenendo presente la [128. 31]:
Fu,.=— (1 +v)ry, [127. 35]

per cul la relazione di elasticita z,, = 2ue¢,,, poiche K = 2u (1 + »), assume la
forma:
Eu,,=—214+v)e,.,— (1 +v)ry,. [127. 36]

La relazione d1 elasticita Ee,, = o,— v (0, + 04) per la terza [127. 23] diviene:

1
Eu’z,z = (1 + ») (‘P,rr E . @r—vV ®) [127. 37]

per cul le due equazioni [127. 36] e [127. 37] sono compatibil se, e solo se
Uy p, = Uy ;s CLOE:

(1 T 1’) pr,r Prrz—=TX 2z [127* 38]

Introdotta una nuova funzione v(r, z) definita dalla:

rY =@, V,, (127, 39]
otteniamo:
v, = ({1l—7?)Vo@. [127. 40]
Le equazioni [127. 36] e [127. 37] divengono 1n termini di »:
Eu, , = (1 +v)(v—@),., Eu,,= (1 + ) (v— @} .., [127. 41]

e quindi possiamo esprimere u%,, %, In terminl di ¢ e v mediante le:

Bu, = — (1 +») (v + ®).r s Eu, = (1 + v) (v— @), - [127. 42]

Ora, poiché la dilatazione cubica deve risultare, da un lato:
[127. 43]
A Y = (Gt ye— 20, =~ [(1—20) ]
== U — —— —= — —_— ’
e T T T Mae 5 Ve 1+ Vv Vez,2 7 )V Vv

e dall’altro per la [40. 16] con riguardo alla tabella:
A= 2T oo 1 1y (127, 44]
~ T E B TYVe, ‘

ne consegue che la funzione v deve risultare armonica, cioe v = 0.

In luogo delle due funzioni ¢ e v possiamo esprimere le componenti di tensione
in termini di una singola funzione vy definita dalla:

Y =@ -+ v. [127. 45
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Abbiamo allora:

Oy vvw_-w,rr!

1

0y = VY Vo s [127. 46)

{

¢, = (2 —v) V";U_'w,zz'

Infine la prima equazione di equilibrio [127. 24] c¢i permette di scrivere imme-
diatamente 7,, In termini di una funzione ¥ tale che v = ¥ ,, da cui otteniamo

b

le prime tre [127. 25]. Lia prima equazione di equilibrio da allora il valore di z,,
espresso dalla quarta [127. 25] mentre la seconda equazione di equilibrio [127. 24]

richiede la biarmonicita della funzione di tensione ¥, espressa appunto dall’equa-
zione [127. 26].

Le espressioni per gli spostamenti sono ottenute, in termini della ¥, dalle relazioni
[127. 42]:

| Y 1 4+ v | 1
U, = ) U, == 7 [(1—2v) Y+ ¥, - ¥Y.l. [127. 47]

L

Introdotta la funzione di tensione il problema ¢ dunque ricondotto
alla risoluzione dell’unica equazione per la ¥:

1 1
V¥ = (ko ) (B P+ oWt W) =0, [127.45]
Y T

con riguardo alle condizioni al contorno per certe forme differenziali
nella stessa ¥ corrispondenti alle condizioni imposte sul contorno
stesso alle componenti di tensione, in base alle [127. 25], od alle com-
ponent1 di spostamento, in base alle [127. 47].

Molt1 problemi di interesse applicativo possono essere risolti sulla
base dell’impostazione sopra delineata: poiché la loro trattazione va
oltre 1l carattere istituzionale di questo libro, si rimanda il lettore ad

una classica opera !, dove trovera un’esauriente informazione sull’ar-
gomento.

128. Soluzioni mediante procedimenti variazionali.

Abbiamo gia discusso I'impiego dei metodi diretti di calcolo delle
variazionl nello studio di problemi, come la torsione secondo Saint-
Venant nel § 107, riducibili alla ricerca di una funzione armonica:
vediamo ora come venga formulato il problema variazionale associato
ad una funzione biarmonica.

Con riferimento ad uno stato piano nella deformazione le condi-
ziont al contorno del problema biarmonico nella funzione di tensione

1S, TIMOSENKO, J. N. GOODIER, Theory of elasticity, cap. XIII, pp. 343-398, New York (1951).

29 — BALDACCL, 1.
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¥ (2, @) s1 riferiscono al secondo problema ai limiti, quando cio¢ siano
assegnate sul contorno ¢ del dominio piano 4 le forze superficiali f,, 7,,
secondo le [112. 8] o le equivalenti [112. 10] e [112. 13]. In sostanza,
i1 problema piano di deformazione formulato in termini della fun-
zione ¥ (x;,x,) ha significato come problema di equilibrio: la con-
gruenza della deformazione richiede, in assenza di forze di massa, la
biarmonicita della funzione di tensione secondo la [112. 7].

Il problema variazionale corrispondente deve essere percio istituito
parimenti in termini di equilibrio, cioé in modo che la classe di fun-
zionl nella quale ha significato 1l problema stesso sia quella delle fun-
zront staticamente ammassibili. Per tale motivo ci riferiremo al funzio-
zionale I [o;;, f;], definito dalla [36. 14] nel caso generale, dalla [36. 19]
nel caso di spostamenti infinitesimi e dalla [39. 2] nel caso, che qui ci
Interessa, di un legame elastico lineare isotropo.

Tale funzionale comprende due termini: ’energia potenziale ela-
stica complementare dell’intero solido ed il lavoro esterno compiuto
dalle torze superficiali applicate sulla porzione del contorno C dove
sono assegnati gh spostamenti. Questo secondo termine ¢ nullo nel
caso presente in quanto, come gia negli esempi discussi in precedenza,
cl riferiamo a sistemi piani lzber:, per 1 quali vengono assegnate esclu-
sivamente le forze. Il funzionale si riduce cosi al solo primo termine:

Ko ;] = — [A@GdA | [128. 1]

dove possiamo limitarci a considerare ’area 4 della sezione trasver-
sale del cilindro anziche 1l suo volume V in virti delle ipotesi fonda-
mentali del problema piuno nella deformazione.

La funzione integranda e ora:

@c: % (011811 + Oo9899 + 2795 £12) s [123. 2]

0o anche, con riguardo alle relazioni di legame lineare elastico isotropo
1110. 13]:

1 o o
D, = 4 [U%l + 532 + 27%2 — v (0] + 059 + 201;09)]. [123. 3]

Tenendo presenti le [112. 5] le componenti di tensione possono es-
sere espresse in terminm delle derivate seconde della funzione di ten-
sione ¥(x;, x,) ed 1l funzionale K diviene una funzione di ¥ della
forma:

. _
KW=~ L[?{?ﬁ P2y 4 20— (W + W )?]dA [128. 4]
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e deve risultare massimo nella classe delle funzioni staticamente am-
missibili in corrispondenza di una soluzione congruente, cioe della so-
luzione eftettiva.

La condizione di stazionarieta del funzionale viene espressa pas-
sando dalla funzione ¥ ad una funzione variata ¥ -+ 0¥ ed impo-
nendo che la variazione corrispondente JI{ sia nulla, cioe:

(128, 5]

K= — f WO g b W 0% gy - 2W L 0, —

'—"V(lp,uayjn + 91,2255[],22 + ?’122&(/’11 +- 9{115![/,22)] dA = 0 ’
o anche, trasformando l’integrale doppio con la formula di1 Gauss:

(123, 6]
ON = J.{ 1—) 111'1L 97122) ny + (¥ 112+ SPzzz)“”z] O —

Voang -+ ¥ieny) 0F | — ('P,m’”*l + W gomy) 5?,2 -
+ v (¥ 1 T  99) (”1550,1 -+ %26?,2)} d0 —

.[A(l — V) (P + ¥ ooes + 2 1199) 0¥ dA = 0.

1
2u

Introdotti Poperatore di derivata rispetto alla normale d/dn e ’ope-
ratore di Laplace V, la precedente equazione variazionale assume la
forma compatta:

(128. 7]
1 ’ dV ¥ d¥
ol = f (1 — v) v 0¥ — L oV | —
21 oL dn dn "
d¥ dé¥ - 1
D sy, vy ac | a—nvvwowas=o.
dn ' dn 2u Y,

Ora, sul contorno € sono assegnate le forze superficiall f,, f, 0
anche, nelle formulazioni equivalenti [112. 10] e [112. 13] le derivate
parziali ¥ ,, ¥, e rispettivamente le ¥, d ¥/dn. Dovendo percio risul-
tare i1denticamente nulle le wvariazioni di tali grandezze l’equazione
variazionale s1 riduce alla:

1 —
SK = — vavwwmzo. 1128, 8]
2 4

I’equazione trovata deve sussistere per una variazione arbitraria oY
delle funzioni ammissibili ¥ (#,, #,): richiede percio, in quanto » > %
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e quindi 1 —» & diverso da zero, come condizione di congruenza che
la funzione di tensione sia biarmonica in A.

Come applicazione consideriamo un sistema piano di forma rettan-
golare sollecitato su due lati opposti da una distribuzione parabolica
di forze superficiali f; seconde quanto indicato in fig. 153, essendo f
11 valore massimo in corrispondenza dell’asse wx,.

A xe

A A *

Fig. 153.

Le condizioni di equilibrio ai limiti lungo il contorno risultano:

2
Lg |
Jllzf(l”_ 2)? Tys = U per ¥y, = o a,
[128. 9]
Poiche Pequazione del contorno é:
(w7 — @) (x; —a3) =0, [128. 10]

nella classe di soluzioni approssimate puo essere rappresentata da una
funzione di tensione di tipo polinominiale:

[128. 11]

n

2 2 2 2Kk y
) @b — a2 2 (et +

glﬂ (991? ‘1?2) —

fa; (1 s
2 6a;

dove la somma e stata limitata alle sole potenze pari di x;, «, in
quanto la distribuzione delle tensioni deve risultare simmetrica ri-
spetto ad entrambi gli assi.

Le equazioni indefinite di equilibrio [112. 1] risultano verificate im-
plicitamente dall’aver espresso le componenti di tensione in termini
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delle derivate seconde alla ¥(x,, x,) In base alle [112. 5], mentre le
condizioni ai limiti [128. 9] risultano pure verificate come 81 puo ac-
certare direttamente.

Sostituiamo allora al problema variazionale [128. 8] per 1l funzio-
nale K[ ¥] un problema approssimato per un nuovo funzionale A [¥,]
ottenuto sostituendo la Y¥(x,, x,) con la ¥ (x, x,). Tale funzionale
verra cosl a dipendere dalle 2n costanti incognite ¢, ¢,. 1l problema
variazionale si ridurra in tal modo ad un problema di estremo ordi-
nario, nel quale le costanti saranno determinate dalle 2n equazioni
lineari nelle 2n incognite ¢;,., €;.:

ol{ ol

— =0, —=0. [128. 12]
JCyp 0 Gy,

Poiche lo scopo ¢ di mostrare la tecnica del procedimento, per
semplicita di sviluppi formali ci limitiamo a considerare il solo primo
termine della somma, cioe per £ — 0 la sola incognita ¢, = ¢4 + C205
assumendo percio la seguente funzione approssimata di tensione:

E% 07
Vo= 02 (1—— 3 ) 1 ey (@7 — a7)? (x; — a3)2 . [128. 13]
2

s

Ottenuta cosi dalla [128. 4] la funzione K, [¥,], la condizione di
minimo ordinario alla quale s1 riducono le [128. 12]:
| 4a;

| a’%) f 0 [128.14]
742 at atal '

——
e
iler—wr—re—

ol 64
- Cy (1
0 ¢, 7

fornisce il valore della costante incognita c¢,.
Nel caso particolare di un sistema piano di forma quadrata, per

¢y = 0,04253 Efg [128. 15]

e le componenti di tensione possono essere cttenute dalle [112. 5] come
derivate seconde della funzione di tensione ¥ (xy, x,):

- 332 35U2 9&‘2 2
01y = | (1—-—2—)-—-0,1702 (1— 2) (1 ;) ,

a a? a,
3x° xs \ 2
op = — 0,1702 f (1 a; ) (1 : a;) , [128. 16]
2 2
_ L1 Xy 21 Lo
Tig = — 036805 f a_,z (]_ - a2 ) (]_ az ) .
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Una migliore approssimazione ! puo essere ottenuta considerando
1 primi tre termini della serie: il problema consiste in tal caso nel
determinare le tre costanti ¢,, ¢4, €. La distribuzione delle tensioni
non risulta pero sensibilmente cambiata.

129. Soluzioni mediante procedimenti alle differenze.

Anche per i problemi trattati nel presente capitolo si pud ricor-
rere utilmente all’impiego del metodo alle differenze finite, i cui fon-

Fig. 154.

damenti furono esposti nel § 108. Con riferimento al campo retico-
lare 4,, indicato nella fig. 154, DPoperatore biarmonico pud essere
espresso 1n termini alle differenze sostituendo in esso le derivate par-
ziall del quarto ordine con le corrispondenti differenze quarte.

Ora le differenze seconde di una funzione f;, risultano dalle defi-
nizioni [108. 4] nella forma:

[129. 1]
1 1
Dy fi; = = (Fic1,; —2fi + fiv15) s Dyl = Fry (fis-1—2fs; +Fii11) s

} LLa soluzione ¢ dovuta a S. TI}-IOEENK{J, Phil. Mag., 47, 1095 (1924); il calcolo svolto per un

funzionale modificato si trovera in L. V. KANTOROVIE, V. I. XrRYLOV, Priblizennye melody vyssego
an liza, pp. 304-305, Moskva ¢ Leningrad (1952).
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per cul le differenze quarte si otterranno sostituendo ai valori della
funzione f;. le differenze seconde relative allo stesso punto, cioé:

1
Dy, 7 "ﬁ;‘ (-Dllfi—l,'y‘ — 2D11fig' I Dufiﬂ,;;) ’
1
Dzzzsz,g' — H?_cT (—Dzzfi,g‘—l — 2Dy, fif -+ —D22f'£,;f+1) 3
1 [129. 2]
Duzzfig' = 21,2 (Dllfi,j'--l — 2D11fi5 + Dy ».e:,;;'+1) 3
1
Dsony i k“'hzn (D22fi—1,?' — 2D22ffg- ~+ Dy, £+1,?') .

Dalle definizioni [129. 1] per le differenze seconde e tenendo conto
del punto rispetto al quale si intendono calcolate, abbiamo:

1
D1111fig' = TA (fi—z,;; — 4f<r:—1,g' -+ 6fij — 4fi+1,;; = f<.~:+2,;~') y

1
Dzzzzfi;; == "7'6‘; (fi,j'—Z — 4fz,j’—1 + Gfi?' — 4fi,f+1 + fi,;;+2) ’

1
Duzzfi;; — hzkz- (fi——l,}'-l + fi-—1,«j+1 — 2fi—1,j — 2f«£,«;—1 T

_!_ 4fiy' + fi+1,9'-—1 —l— f‘i+1,f—1 o 2f1?+1,g‘ - 2fi,f+1) ’
e quindi in definitiva D’espressione cercata per 1’operatore biarmonico:

thvhk — D1111 + 2D1122 + Dzzzz . [129- 4]

[129. 3]

Se, 1n particolare, il reticolo & a maglia quadrata, per k=% si ha:

1
VaVa= =7 [20f;; — 8 (fiay + fogen + fivns =+ fijmr) —

— 2 (f’i—l,g'—l 1 fi-—l,f—!—l -+ f£+1,j+1 _[_f‘i-l-l,'ﬁf—l) + | [129. 5]
+- fi—z,f + fi,;;+2 - fi-I-z,f + fi,:i—z] .

A titolo di esempio applichiamo le considerazioni precedenti al
problema piano nella deformazione per un campo di forma rettango-
lare! soggetto alla distribuzione equilibrata di forze al contorno, indi-
cata nella fig. 155. .

La determinazione dello stato di tensione nel sistema piano consi-
derato s1 riconduce alla ricerca della funzione di tensione Y (x,, x,)

i

1 K. BEYER, Die Slalik im Eisenbelonbau, 22 ediz., 2, pp. 733-737, Berlin (1934).




443 Problemi piani [Cap. X]

espressa dal problema al contorno nella forma [112. 13]. Come conse-
guenza della simmetria del sistema rispetto all’asse x,, 1 valori della
funzione ¥ nei punti contrassegnati dallo stesso numero risultano evi-
dentemente gli stessi: possiamo quindi ridurre il numero delle inco-
gnite ai 20 wvalori indicati in fig. 155.

3 2 1
7 6 5
|
S | 1 11 10
°| | 9 10 11 D 9 _
Q | 1
13 14 15 16 15 14 13
3h
17 18 19 20 19 18 17
— . 8
H”vﬂlr[”v
f. = 3f | =T " fo = 3f
| & 3h l 3h K
—it 1‘ e
Fig. 155.

Con riguardo alle [112. 11] e [112. 12] sul contorno devono essere
prescritti 1 valori della funzione ¥ e della sua derivata rispetto alla

normale esterna, cioe:

S
¥(s) =f (Fydx, — Fydx,), [129. 6]
So
d¥ S
an Sﬂ(fl'ﬂ*z — foa1y) dS . [129. 7]

Nel caso presente, ricordando il significato [112.20] di F, e F,,
per f; = 0 abbiamo sul tratto di contorno z, = — 3h dove sono ap-
plicate le forze ripartite fz:

W (7,) = — F Az, = — f (dxl f fzdml), 1129, 8]
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dove z, rappresenta la posizione z; nella quale si vuole calcolare la V.
Mediante un’integrazione per parti otteniamo la funzione ¥ nella

forma:
_ 3?:'1 1 5-1 1 .
V(1) = f Ty fodwy — |0y | fodwy | = _"f (X — @) fod@y,  [129. 9]
0 0 0 0
39 38 37 36|
|
25 24 23 29 21)0 0 0 0 0
]
40 26 1 0 3 4] 347 301 168 59 0
41 27’ 5 8 7 81148 1004 628 205 0
j
42 28| 9 10 11 12|463 1322 2039 2309 0
43 ‘ 2031 3333 3734 0
44 3249 4672 5166 0
{5500 |4000 1500 0
45 46 47 48
Fig. 156.
dalla quale possiamo cosi calcolare 1 valori al contorno:
h
’Pw:———S]‘h—é— = — 1,bfh%,
3h h = — 4,01 h®
Py=—231h 5 Th = A
“ [129. 10]
Vor=—3fh 5 - f-2h-h = —b,bfh?,
Th 3h
Ve = — 3fh - f-3h -—E—-:—-—ﬁ,(}]‘hz.
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Nello scrivere le equazioni alle differenze [129. 5] nei punti del re-
ticolo adiacenti al contorno é necessario ricorrere ai valori della, fun-
zione all’esterno del campo. Completato allora questo come indicato
nella prima meta della fig. 156, i valori nei punti esterni (come ¥,
Vs, ¥sg, €cc.) possono essere ottenuti mediante i valori corrispondenti

nei punti interni (come ¥,, ¥,, ¥,, ecc.) utilizzando la condizione al

contorno [129. 7], cloe per n = — x,:
| [129. 11]
Vg "—__?4 — 0 ¥y — lpg_ — 0 | g — y7131 — 0
57 y eee s o7, ) eee s 57, y vee s
da cui:
Vo= Yy, ..., V=¥, ..., WYe=YVig,y ... [129. 12]

Dalla risoluzione del sistema di 20 equazioni nelle 20 inco-
gnite ¥, (» =1, 2, ..., 20), relative ai 20 punti interni considerati
del reticolo, s1 ottengono 1 valori di tali incognite riportati nella se-
conda meta della fig. 156, dove sono stati moltiplicati per il coeffi-
ciente ¢ = — 1000/f h2.

Le [112. 5], espresse in termini delle differenze seconde della ¥,
permettono di determinare le componenti di tensione nei punti del
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reticolo:
1
o = Dp ¥ = 2 (Y551 —2% + i),
1
Oy = Dy ¥ = X (Y1, — 2% + ¥y, [129. 13]
1
Tip = — Dy ¥ = — 172 (¥i11,501— i—1i+1 T i1 — Yirn-1) -

Da queste si possono infine ottenere i valori delle tensioni princi-
palt o, o applicando le [113.2] e le direzioni principali a, + /2
applicando la [113. 3].

Nella fig. 157 appaiono le traiettorie delle direzioni principali, cioé
le linee isostatiche secondo le quali il materiale & semplicemente teso
(inee ¢,) o compresso (linee o).




	cap100001
	cap100002
	cap100003
	cap100004
	cap100005
	cap100006
	cap100007
	cap100008
	cap100009
	cap100010
	cap100011
	cap100012
	cap100013
	cap100014
	cap100015
	cap100016
	cap100017
	cap100018
	cap100019
	cap100020
	cap100021
	cap100022
	cap100023
	cap100024
	cap100025
	cap100026
	cap100027
	cap100028
	cap100029
	cap100030
	cap100031
	cap100032
	cap100033
	cap100034
	cap100035
	cap100036
	cap100037
	cap100038
	cap100039
	cap100040
	cap100041
	cap100042
	cap100043
	cap100044
	cap100045
	cap100046
	cap100047
	cap100048
	cap100049
	cap100050
	cap100051
	cap100052
	cap100053
	cap100054
	cap100055
	cap100056
	cap100057
	cap100058
	cap100059
	cap100060
	cap100061
	cap100062
	cap100063
	cap100064
	cap100065
	cap100066
	cap100067
	cap100068
	cap100069
	cap100070
	cap100071
	cap100072
	cap100073
	cap100074
	cap100075
	cap100076
	cap100077
	cap100078
	cap100079
	cap100080
	cap100081
	cap100082
	cap100083
	cap100084
	cap100085
	cap100086
	cap100087
	cap100088
	cap100089
	cap100090
	cap100091
	cap100092
	cap100093
	cap100094
	cap100095
	cap100096
	cap100097
	cap100098
	cap100099
	cap100100
	cap100101
	cap100102
	cap100103
	cap100104
	cap100105
	cap100106

