CAPITOLO IX

PROBLEMI PARTICOLARI DI SOLLECITAZIONE

7. Considerazioni preliminari.

La discussione del problema di Saint-Venant svolta nel precedente
cap. VIII ci ha permesso, nel caso di un solido elastico omogeneo
1sotropo di forma cilindrica, di pervenire ad alcuni notevoli risultati
per quanto riguarda la distribuzione delle tensioni e delle deforma-
zioml. Tali risultati sono stati ottenuti in generale, senza specificare
cloe la forma della sezione trasversale retta dal cilindro: il necessario
completamento dell’analisi impostata in tal senso esige 1’esame parti-
colare condotto separatamente per i vari casi di sollecitazione e per
le forme piu correnti della sezione che abbiano interesse nelle ap-
plicazioni.

Inoltre, sebbene il problema di Saint-Venant si riferisca ad un
solido elastico omogeneo isotropo, 1 risultati ottenuti possono rappre-
sentare un valido fondamento per ulteriori generalizzazioni, estese ad
uno stato anelastico del materiale o addirittura ad uno stato limite
d1 plasticita o rottura. Naturalmente tali estensioni esulano, a stretto
rigore di termini, dal problema di Saint-Venant inteso nella sua im-
postazione originaria e rappresentano quindi estrapolazioni pil o meno
giustificate da un punto di vista teorico ma, almeno con buona ap-
prossimazione, sono confermate dall’esperienza.

Infine alcune considerazioni limitate al caso di spostamenti e ro-
tazionl infinitesimi, ipotesi sistematicamente seguita nel corso della
trattazione del problema, possono costituire la base per una genera-
lizzazione a deformazioni finite, dalla quale possono trarsi risultati
di un certo rilievo.

In conclusione, nel presente capitolo svolgeremo una indagine ap-
profondita dei vari problemi particolari di sollecitazione, trattati in
forma globale nel capitolo precedente, e nel contempo cercheremo di
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estendere i risultati sia a legami costitutivi tensioni-deformazioni di-
versi da quello elastico, sia a circostanze fisiche nelle quali la geometria
dello stato di deformazione non sia pilt esprimibile con semplici rela-
zioni lineari tra le componenti di deformazione e le derivate di spo-
stamento.

88. Sollecitazione di forza normale.

Quando P'unica caratteristica diversa da zero sia la forza normale N
lo stato di tensione gi riduce all’'unica componente oy,. Questa risulta

(r) X3 r

Fig. 69.

costante in tutti i punti della sezione trasversale retta del cilindro
come mostra la relazione elementare:

N

e [88. 1]

0'33 p—

desunta dalla [81. 1] in assenza di momenti flettenti.

Poiche D’asse x ¢ direzione principale ed ogni retta r nel piano della
sezione trasversale pud dunque essere riguardata come direzione prin-
cipale, secondo quanto fu detto nel § 82, lo stato di tensione sugl
elementi superficiali dei piani del fascio di sostegno r potra essere
determinato dalla rappresentazione piana di Mohr esposta nel § 26.

Per una forza normale N di trazione abbiamo cosi nel piano delle
tensioni (o) il cerchio rappresentativo con centro C nel punto di
ascissa ¢ = Loy € polo M nel punto o = oy: conducendo da M Ia
parallela all’elemento piano considerato otteniamo (tig. 69) le com-
ponenti, normale ¢ e tangenziale 7, della tensione agente sull’elemento
stesso. Data ’arbitrarietd della direzione principale r nel piano della
sezione, lo stato di tensione risulta identico su ogni elemento super-
ficiale piano a paritd di inclinazione a rispetto all’asse wx;: In parti-
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colare sugli elementi tangenti al cono di rotazione intorno all’asse x
parallelo a x; e semiapertura n/4, la tensione normale vale ¢ = % oy,
mentre la tensione tangenziale vi raggiunge il valore massimo:

N
Tmax = 9 O3z3 -

Alla tensione normale o5, corrispondono una dilatazione lineare per
gli elementi paralleli a x; ottenuta dalla [85. 1] in questo caso par-
ticolare: N

88. 2
EA? [ ]

€33 =

e due dilatazioni lineari per gli elementi paralleli a x,, x, rispettiva-
mente, ottenute dalla [85. 2]:

N
EA

Le fibre longitudinali del cilindro soggetto ad una forza normale
di trazione si allungano tutte della stessa quantitd A7 [85. 3], mentre -
I’area della sezione trasversale subisce una contrazione A4 A [85. 5],
ed 1l volume del cilindro una variazione positiva AV [85. 7], cioé ri-
spettivamente:

N1 29 N 1 — 2y
Al = - ANA = — AV = N1. 88. 4
EA’ E 4 [ ]

Il lavoro di deformazione, gia espresso dal primo termine della
[85. 14], puo essere calcolato da una immediata applicazione del teo-
rema di Clapeyron [38. 6], e precisamente come meta del lavoro esterno
compiuto dalla forza normale N, supposta agente con tutta la sua
~Intensita finale, per lo spostamento Al del suo punto di applicazione:
1 1 N2l

Uw — — N Al — . 38. 5
NT 5 EA 188. ]

A meno di un moto rigido d’insieme le componenti di spostamento
sono ottenute per integrazione delle [84. 6] particolarizzate al caso
In esame:

y N @,
Uy = &1 Xy = — A
v N
Uy == €9y Ly = — E; : [88. 6]
N,
Ug = E33 T3 == A

16 — BAaLDACCI, 1.
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e come funzioni lineari delle coordinate definiscono una trasformazione
affine. In particolare ogni sezione trasversale retta si conserva piana
spostandosl parallelamente a sé stessa di una quantita proporzionale
a xy e trasformandosi nel proprio piano omoteticamente, perché in ogni
punto della sezione il modulo del vettore spostamento:

y N
uEVu%—I—u%:EA Vm%+a:§, [88. 7]

risulta proporzionale alla distanza del punto stesso dal baricentro
della sezione.

89. Forza normale in campo plastico.

Supponendo che le relazioni precedenti rimangano valide sino al
limite di snervamento del materiale, potremo utilizzare i risultati ot-
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tenutl per analizzare 11 comportamento in campo plastico di un ci-
~lindro sollecitato da una forza normale, pur di limitarci naturalmente
alla fase plastica iniziale in cui le deformazioni sono ancora sufficien-
temente piccole da poter essere riguardate come infinitesime.

Con riferimento alla esperienza descritta nel § 60 proprio per il
semplice caso monoassiale di una forza normale, quando la tensione oy,
raggiunge 1l valore og corrispondente allo snervamento del materiale,
sulla superficie laterale del provino opportunamente levigata a specchio
s1 osserva l’apparizione di striature con andamento di circa 45° ri-
spetto alla direzione della forza applicata. Queste particolari linee di
Liders si spargono rapidamente sull’intera lunghezza del provino man-
tenendo approssimativamente ’orientamento delle direzioni secondo le
quali s1 sviluppano le tensioni tangenziali massime (fig. 70).

Al diagramma di deformazione della fig. 32 di regola si sostitui-
scono 1 diagrammi convenzionali composti da una bilatera: con tratto
inclinato per materiali dotati di incrudimento e con tratto orizzontale
per materiali perfettamente plastici, nel quali, raggiunto lo snerva-
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mento, la deformazione procede senza ulteriori incrementi di tensione.
In entrambi i casi la deformazione plastica ¢ indicata dalla quota &,
della deformazione totale & che ha carattere permanente dopo la ri-
mozione della forza N, al contrario della quota elastica ¢, che viene
Integralmente ricuperata, come indicato nella fig. 71 a) e b).

Per quanto riguarda la verifica di sicurezza i due punti di vista
discussi nel § 76 coincidono nel caso presente. Infatti la tensione nor-
male ¢ = 0,3 ¢ uniformemente distribuita sulla sezione trasversale e

A A

a 4]

Fig. T1.

raggiunge dunque il suo valore limite di snervamento og € di rot-
tura op contemporaneamente in tutti i punti della sezione stessa:

’

o' < o, ¢’ < of. [89. 1]

(1o naturalmente nell’ipotesi che la distribuzione della tensione nor-

male si mantenga uniforme sino al collasso plastico o sino alla rot-
tura.

La wvelocita di deformazione, corrispondente ad una certa legge
incrementale di variazione della tensione corrispondente, ¢ data in

campo elasto-plastico dalla particolarizzazione al caso monoassiale in

esame delle equazioni di Prandtl-Reuss [64. 2]. Queste, in termini dei
deviatori, si riducono alla:

: 1 . -
O3 = 2 S33 1~ ASs3 |89, 2]

dove la parte plastica €f, della velocitd di deformazione risulta:

€h; = £y — ‘%‘(é% + €0y + €53) . [89. 3]
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Ora, con riguardo alle [88. 2] e [83. 3] la condizione di incompres-
sibilith ammessa in fase plastica, cioé I’annullarsi della velocita di

dilatazione cubica:

jp = &}, + &b, 4 &5; = (1 —2v) ehy =0, [89. 4]

richiede che il rapporto di Poisson assuma il valore v = §. Essendo
0y, = 0y = 0, la componente s;; del deviatore di tensione risulta sem-

plicemente:

833 = Ogg — 3 (013 + Ogg - Og3) = £ 033 [89. D]
per cui la velocitd di deformazione plastica nella direzione delle fibre
longitudinali del cilindro e:

60, = &0, = 2 Aoy, . [89. 6]
Considerando anche la parte elastica del deviatore di deformazione:

€33 EE§3“%(1—2v) €33 :‘%’(1 + v) €54 [89. 7]

ed esprimendo il modulo di elasticitdh tangenziale u in termini del
modulo di elasticith normale E e del rapporto di Poisson », clioe
u = E/2(1 + ») come risulta dalla Tabella del § 40, possiamo anche
scrivere:

1 2 (1 —I—.v)

333:3(1‘1”1’)333:2”333:3 z

Oag - 189, 8]

In definitiva la [89. 2] si semplifica nella:

U33

- Aoy [89. 9]

€33 =

che puod essere integrata rispetto al tempo con un procedimento ana-
logo a quello seguito nella deduzione delle [64. 7]:

1
Egg = (E | (3) 33 - [89. 10]

Quando la deformazione plastica non sia limitata ai valorl rag-
giunti in prossimitd dello snervamento, i risultati di una prova, anche
di semplice trazione, possono apparire diversi a seconda delle defini-
zioni adottate per la tensione ¢ = oy3 e per la dilatazione & = &g;.

Quest’ultima, infatti, pud raggiungere valori sensibill e non sara
quindi indifferente assumere come riferimento: ’area A, della sezione
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trasversale indeformata o Parea A della sezione deformata, nella de-
finizione della tensione o, e la lunghezza iniziale [, o quella attuale [,
nella definizione della dilatazione &. Tali considerazioni devono essere
tenute presenti affinche 1 risultati ottenuti in prove diverse siano ef-
fettivamente confrontabill.

In genere il diagramma di deformazione viene espresso in termini
di tensiont vere o = N|A, riferite cioe all’area deformata corrente e
di dilatazront logaritmiche:

e, = In (1 + &) . [89. 11]

Mentre la definizione della dilatazione convenzionale:

az-—fdzz , 89, 12]
lo V1, Lo

equivale ad introdurre gli incrementi de = dl/l,, la definizione della
dilatazione logaritmica:

Ll z
stf—i—-———ln-z—zln(l—]—e), 189, 13]

0

equivale ad introdurre gli incrementi de;, = dlJl.

Le due definizioni coincidono quando le deformazioni sono infini-
tesime, mentre in presenza di deformazioni finite, come avviene nello
scorrimento plastico ed in quello viscoso, la ¢, rappresenta una misura
della dilatazione piu adatta della .

Infatti, se consideriamo un allungamento del cilindro raggiunto in due fasi suc-
cessive, la lunghezza iniziale [, sara portata prima a I; = I, 4 41 ed in un secondo
tempo da I, a I, =1, 4+ Al. In tale situazione la dilatazione convenzionale nella
prima fase vale g = A4l/l,, mentre nella seconda fase nsulta &, = A4l/l, oppure
gy = Alfl;, iIn dipendenza del fatto che ci1 s1 riferisca alla lunghezza iniziale [, del
cilindro indeformato o alla lunghezza [, corrispondente all'inizio della seconda fase.
Quest’ultima scelta potra avvenire, ad esempio, qualora la seconda operazione non
gsegua lmmediatamente la prima. Si1 hanno percio nel due casil valori divers: della
dilatazione complessiva ¢ = ¢, + &,.

Tale ambiguitd scompare con l'impiego della dilatazione logaritmica [89. 11].
Infatti le dilatazioni parziali sono rispettivamente: ¢;, = In ({,/[;) nella prima fase
e ¢;, = In (l,/l,) nella seconda, mentre la dilatazione complessiva risulta in ogni caso:

Z, A z z

g =1n — =1n ——ln—l-—l—ln—z-r:aLl—[—st. [89. 14]
by by 1y ly Iy

Percio il risultato sara sempre lo stesso operando sia In piu fasi successive, sia
in una sola fase complessiva. Tale interessante proprieta puo essere espressa dal-
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I’affermazione che le dilataziont logaritmiche formano un gruppo, a differenza delle

dilatazioni convenzionall.
Anche per la dilatazione cubica Ay si puo introdurre una definizione logaritmica:

A, =1In (1 + 4y), r89. 15]

che conduce a risultati particolarmente semplici ed espressivi. Tale dilatazione &
data in generale, per deformazioni finite, dalla [14. 6], cioe:

Ay = (L 4 &19) (1 + &g3) (1 4+ &5) — 1, [89. 16]
e tenendo presente la [89. 15]:

Ap =1In (1 + &g) + In (1 4 &55) + In (1 4 &5) . [89. 17]

Introdotte percio le dilatazioni lineari logaritmiche [89. 11], la dilatazione cubica
logaritmica diviene:

Ay, = ey + ey + €55 - [89. 18]

In termini delle componenti convenzionali di dilatazione, hnear1 e cubica, una
relazione analoga alla precedente, cloé:

Ay = €17 + €39 + &35 189, 19]

sussiste invece a stretto rigore solo per deformazionmi infinitesime.

90. Forza normale in eampo anelastico.

Quando il comportamento fisico del materiale sia di tipo anelastico,
come discusso nel ecap. V, l'interazione tra la fase elastica e la fase
anelastica altera la risposta puramente elastica della deformazione alla
tensione applicata ed induce fenomeni che assumono la piu chiara
evidenza proprio nella semplice sollecitazione di forza normale.

Ad esempio, se il legame costitutivo & del tipo descritto nel § 50,
e gi riferisce quindi ad uno scorrimento viscoso secondo Maxwell, le
relazioni [50. 3] possono essere semplificate nel caso particolare in
esame, osservando che le componenti e, del deviatore di deforma-
zione e s., del deviatore di tensione sono ora:

2(1 + ») 2
3 €33 9 533 = ? O33 » 190. 1]

Cgg —

Introdotto il modulo di elasticita normale £ = 2u(1 + ») ed 1l
tempo di rilassamento ¢, = 37,/F, essendo 1, il coetfficiente di visco-
Sitd, per e = &, 033 = 0, otteniamo la velocita di deformazione nella
forma:

Ee =0 + 150, 190. 2]
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da cui, integrando, la tensione all’istante generico ?:

o(t) = exp (— &/tp) Pa{, 4 B f:é(t) exp (t/tR)dtﬁ : 190, 3]

essendo o, = o(0) il suo valore iniziale per ¢t = 0.

Se la tensione ¢ mantenuta costante, ¢(f) = o,, un provino cilin-
drico sollecitato da una forza normale, ad esempio di trazione, subisce
una dilatazione positiva che aumenta nel tempo con la legge:

{

g(t) = o 0o -+ &g - [90. 4]
R

Tale tipo di sollecitazione viene realizzato in una prova caratteristica
sui materiali da costruzione, detta prova di scorrvmento, la quale do-
vrebbe implicare una deformazione sotto tensione costante. In realta
le prove effettive di scorrimento vengono condotte sotto carico co-
stante e, almeno nel campo delle piccole deformazioni corrispondente
alla fase iniziale, tale differenza ¢ 1irrilevante.

Quando perd la deformazione raggiunge valori notevoli non e piu
lecito trascurare la variazione della sezione trasversale e riferire la
forza normale all’area iniziale. L’errore commesso puo essere analiz-
zato supponendo per semplicita di sviluppi il materiale incompressibile.

In tale ipotesi dalla 4, = 0, otteniamo:

1 dA

g == (511 + €39) = — A dt ] [90. 5]

per cui la [90. 2] diviene, indicando con N (i) = N, il valore costante
della forza normale:

E dA d (Nﬂ) 1 N,
A dt dt

* . 90.
A" t, A 90 6]

Integrando tale equazione rispetto al tempo ¢ ed introducendo la
dilatazione lineare iniziale g, = N,/ EA4,, abbiamo:

e, In 1 — gy — [90. 7]

che pud anche essere scritta in via approssimata:

!
A _N_Ao(l—-sﬂ ---). 90. 8]

{1
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Infine, dalla condizione Al = A,l, corrispondente alla ammessa ipo-
tesi di incompressibilita in fase anelastica:

Ly
[ = . 90. 9
1 — gyt/ty [ |

Riferendoci allora alla dilatazione logaritmica, definita dalla [89. 11],
risulta:

!
er =In— = —1In (1 — ¢gyt/t5), 190. 10]

Lo

ELA

0.7
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Fig. 72.

e la differenza tra 1 risultati ottenuti in una prova a tensione co-
stante [90. 5] ed in una prova a ecarico costante [90. 10] risulta dal
diagramma di fig. 72.

Un elemento importante per caratterizzare le proprieta meccaniche
del materiale ¢ rappresentato dalla misura del rilassamento della ten-
sione a deformazione costante, bloccando cioe gli estremi del provino
cilindrico, dopo averlo sollecitato a forza normale, in modo da impedire
la variazione della deformazione stessa. Anche se esistono attrezzature
sperimentali appositamente studiate per efiettuare prove di rilassa-
mento, si ricorre di regola a prove di scorrimento, perche di piu fa-
cile realizzazione e maggiore attendibilita di risultati, specialmente se
interessa il comportamento del materiale a temperature elevate.

Appare dunque di notevole interesse applicativo il poter derivare
dai diagrammi (e, ) d1 una prova di scorrimento a tensione costante
i diagrammi di rilassamento (g, ) a deformazione costante. Cio puo
essere ottenuto nel modo seguente, osservando che in condizione di
rilassamento la lunghezza ! del provino deve rimanere costante, e
quindi al generico istante ¢ la somma della dilatazione elastica ¢, e
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della dilatazione viscosa &, deve uguagliare la dilatazione iniziale e,
per ¢t = 0, anche in termini di velocita:

g, + &, =0. [90. 11]

Introducendo la tensione elastica corrispondente otteniamo:

5, = ; | '90. 12]

dove la validita di tale equazione e subordinata alla invariabilita delle
caratteristiche fisiche del materiale con la temperatura nel corso del
processo di rilassamento. Si ha integrando:

1 r%do
tsz — 190. 13]

essendo o, 1l valore della tensione all’istante iniziale ¢, e ¢ 1l valore
all’istante generico 1.

In una prova a caldo il legame costitutivo messo in risalto con
prova di scorrimento e del tipo non-lineare discusso nel § 58. Una
legge abbastanza semplice, derivabile dalla [58. 6], ed abbastanza at-
tendibile ¢ la:

: . [ O \n
Ep = &o (_"‘"’) ’ 190. 14 ]
Go
con n>1, e dove g,, o, indicano rispettivamente i valori della velo-
cita di deformazione e della tensione all’istante ¢ = 0, assunto come
1niziale nella prova.
Sostituendo la legge di scorrimento [90. 14] nella condizione di
rilassamento [90. 13] otteniamo:
oy o

§ — 1— (—) | '90. 15]

dalla quale puo essere ottenuta una curva che indichi la dipendenza
del rapporto o/o; dal tempo ¢ necessario perche si produca un rilassa-
mento della tensione dal valore o¢; al valore o.

91. Sollecitazione di ilessione.

Nel caso particolare in cui 1l momento flettente M = (M,, M,) ¢
contenuto in un pilano la cui traccia sul piano della sezione trasver-
sale coincide con un asse principale di inerzia, ad esemplo, x, e quindi
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M = M,, Passe neutro & = x, risulta perpendicolare all’asse di sol-
lecitazione n = x,. Come fu avvertito nel § 8> siamo allora in pre-
senza di una flesstone refta risultando nulla la deviazione del piano di
flessione dal piano di sollecitazione.

In assenza di altre caratteristiche di sollecitazione, lo stato di ten-
sione si riduce all’unica componente normale o = g3 variabile linear-
mente lungo ’asse x,, come indicato nella fig. 73.

”

g = O

M

- £
= 7 (1)

Ji

YXEET;

Fig. 73.

Per momento flettente M positivo le fibre inferiori (al disotto del-
I’asse neutro) risultano tese (o > 0) mentre le fibre superiori (al disopra
“dell’asse neutro) risultano compresse (<< 0), come mostra la parti-
colarizzazione della [82. 1] al caso 1n esame:

M

avendo scritto per semplicita x, = 5, J; =

Analogamente a quanto s1 verifica nella sollecitazione di forza
normale, poiché le tensionl tangenziali sono nulle, 'asse x; ¢ ancora
direzione principale di tensione e precisamente ¢ = o, o, = o, = 0
per tutte le fibre al disotto dell’asse neutro, o = o, o, =0, =0
per quelle al disopra.

La rappresentazione dello stato di tensione consiste i cerchi di
Mohr di raggio » variabile linearmente con #: da v = ¢’/2 In corri-
spondenza del lembo inferiore a »"" = ¢"’/2 1n corrispondenza del lembo
superiore della sezione. Evidentemente nei punti dell’asse neutro & = oy,
poich¢ ¢ = 0, 1l raggio del cerchio di Mobr ¢ nullo.
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Le tensioni massime si verificano dunque ai bordi della sezione;
introdotte allora le due grandezze:

J J
Wf — : : WJ"! —
Y

[91.2]

dette modult di resistenza, le tensioni max e min assumono la forma,
usata nelle applicazioni:

M M
o' = : o' = — . [91. 3]
w

La verifica di sicurezza, dal punto di vista tradizionale, richiede
che 1n nessun punto della sezione sia superato il limite di snervamento
o di rottura del materiale ed impone quindi al momento flettente di
verificare le disuguaglianze:

M < o, W, M < of W', [91. 4]
dove, al solito, o; e o; indicano le tensioni corrispondenti ad una si-
tuazione limite per semplice trazione e per semplice compressione ri-
spettivamente.

I1 piu piccolo dei due valori di M, determinati dalle [91. 4] quando
81 ponga in esse 1l segno di uguale, viene indicato con M . e corrisponde
alla plasticizzazione incipiente delle fibre esterne piu sollecitate, quando,
ad esempio, interessi la verifica allo snervamento. I1 momento flet-
tente che puo essere applicato rispettando la sicurezza in senso stretto

vale dunque:

_E‘I ) 5%
u - | [91. 5]
il

con m > 1 coefficiente di sicurezza.

Alla tensione normale ¢ corrispondono, per la [84. 1] una dilata-
zione lineare ¢ = gy5 per gli elementi paralleli all’asse x, e, per la [84. 2]
due dilatazioni lineari per gli elementi paralleli agli assi x;, a,, espresse
dalle:

M 7 v v

—= 811 - 822 _ — R [91. 6‘]

EJ R’ EJ R

E ——

Sia la variazione di area della sezione sia la variazione di volume
dell’intero cilindro risultano nulle in quanto dipendenti esclusivamente
dalla forza normale, come mostrano le [8H. 5] e [8)H. T].
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I piani delle sezioni terminali ruotano intorno all’asse & formando
un angolo:

M1
Aw = 7T (91. 7]

in base alla particolarizzazione della [85. 13].

11 lavoro di deformazione dovuto al momento M = M,, gia espresso
dal secondo termine della [85.14], pud essere calcolato immediata-
mente, utilizzando il teorema di Clapeyron [38. 6], come meta del la-
voro esterno compiuto da M, supposto agente con tutta la sua inten-
sith finale, per la rotazione relativa Adw, cioe:

1 M2

U—1MA—~—- - 191. 8
M=y A TN TR [91. 8}

92. Flessione in campeo plastico.

Nell’ipotesi che la sezione trasversale si conservi piana anche nel
caso di un legame costitutivo diverso dalla semplice legge elastica

G | @\
/’\

Fig. T74.

lineare, possiamo estendere i risultati ottenuti a relazioni ¢ = f(¢)
come indicato nella fig. 74.
I1 momento flettente ¢ dato in tal caso dalla:

M :f fle)ndA 192. 1]
A

o anche, con riguardo alla prima delle [91.6] ed alla espressione
dA = b(n) dn per 'area dell’elemento superficiale:

M = szﬁi f(e) b(e) ede . 192, 2]
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Per DPequilibrio alla traslazione secondo l’asse x,;, in assenza di
forza normale, deve essere:

f fle)d A EJE! f(e)b(e)de = 0, 192, 3]
A —g"’

dalla quale & possibile, assegnate le funzioni f(¢) e b(e), determinare
la legge &' = ¢(R) e quindi ¢’ = '’/ R, per cui M risulta determinato
dalla [92. 2].

Ad esempio, nel caso di sezione rettangolare, essendo b(e) = b co-
stante, l'equazione [92. 3] si riduce alla:

f fle)de =0, 192, 4]

e corrisponde alla uguaglianza delle due aree £, Q' tratteggiate nella
fig. 74. La relazione tra & ed &’ puo essere allora determinata ri-
portando in un diagramma £, £ come funzioni di e: le parallele
all’asse ¢ Individuano sulle curve £'(¢), £2"(¢) 1 punti rappresentativi
della relazione cercata.

a) Stati elasto-plastict convenzionalr.

La wvalutazione dell’integrale [92.3] e [92. 4] riesce semplificata
quando 1l diagramma di deformazione possa essere schematizzato con
una bilatera simmetrica, corrispondente ad un materiale con lo stesso
comportamento a trazione ed a compressione, composta cioe da un
tratto lineare in campo elastico ed in successivo tratto lineare in campo
elasto-plastico.

A titolo di esempio consideriamo il caso della sezione rettangolare
riportato in fig. 75. Allora, indicando la tangente dell’angolo che il
diagramma di deformazione forma con 1’asse g, rispettivamente con E
nella tase elastica e con H nella fase elasto-plastica, la [92. 4] si riduce
alla ovvia relazione: & = &'’

Lie fibre estreme raggiungeranno contemporaneamente lo snerva-
mento og per effetto di un momento M, e la plasticizzazione si pro-
paghera via via, con ’aumentare del momento flettente, alle fibre piu
interne. Con riferimento alla fig. 75 b), per un certo valore del mo-
mento, nella sezione si distingueranno due zone: la prima ancora ela-
stica, relativa alle fibre piu interne e la seconda elasto-plastica relativa
alle fibre piu esterne.
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La funzione f(e) vale per le due zone, rispettivamente:

fle) = He per & < &g (ng < n<mng),

- | [92. 5]
fle) = FHeg + H(e —eg) per e > eg (g > 1> ng) ,

ed il momento flettente M dato dalla [92. 2] diviene per b(e) = b:

M = 2R2b{f SEazds —}—fE[EES—I—H(e—SS)]Sds} , 192. 6]
Vv £g

A
G arctg H

Dy,

Fig. 75.

da cui effettuando l'integrazione indicata:

M =2R2D[LHe? + L (E—H)ege'? — § (E— H)ed], [92. 7]

dove, con riguardo alla prima delle [91. 6]: eg=1ng/R, ¢'=7'|R=h[2K.

b) Stati perfettamenie plastics.

Per un materiale perfettamente plastico, 1l cul comportamento e
descritto da un diagramma di deformazione del tipo indicato nella
fig. 71 b), cioé con incrudimento nullo, la tensione non puo superare
il valore oy corrispondente allo snervamento. Questo, con I’aumentare
del momento flettente M, viene raggiunto dapprima nelle fibre estreme
piu lontane dall’asse neutro. Ad esempio, nel caso della fig. 76 b), In
quelle superiori compresse, quando il momento perviene al valore M 5,
limite della fase elastica, e successivamente in quelle tese.

La plasticizzazione si propaga alle fibre interne in modo che zone
sempre piu estese raggiungono la tensione di snervamento procedendo
verso l’asse neutro. Questo si sposta parallelamente a se stesso per
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rispettare ’equilibrio alla traslazione secondo xz,, espresso dalla [92. 3]
particolarizzata per il diagramma di detormazione di fig. 76 a).

La plasticizzazione si1 estende pol a tutta la sezione, esclusa na-
turalmente una zona prossima all’asse neutro: la distribuzione delle
tensioni, indicata nel diagramma della fig. 76 d), corrisponde ad una
situazione ideale evidentemente irrealizzabile. Infatti la plasticizza-
zione completa della sezione, estesa anche alle fibre dello strato neutro,
comporterebbe dilatazioni &', ¢’ ai lembi e curvatura » infinite. 1l

o

riferimento a tale situazione deve essere Inteso in senso puramente
convenzionale, anche se spesso c¢i0 non viene esplicitamente rilevato.
La giustificazione di questa ipotesi, veramente insolita, va ricercata
nel fatto che il momento flettente al collasso ed 11 momento flettente
convenzionale dedotto dal diagramma di fig. 76 d) hanno valori molto
vicinl, almeno per i tipi di sezione impilegati nelle applicazioni, dove
s1 cerca di concentrare il materiale nelle zone piu lontane dall’asse
neutro.

In corrispondenza della plasticizzazione completa 1’asse neutro rag-

giunge 1l massimo scostamento { dalla posizione iniziale baricentrica,
determinato dalla:

A n’ .
oo || pman—[voan| <o, 92. 8]
- ..H??'," -

cioe dall’uguaglianza delle aree A’, A" delle zone uniformemente pla-
sticizzate in trazione ed in compressione.

I1 momento flettente in tale situazione limite viene indicato con Mg
ed e espresso dalla:

»
M = O'Sf b(nyndn = (8" + 8")og, 192, 9]
_nf.ﬂ'
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avendo introdotto 1 momenti statici S, 87 delle aree A’, A’ rispetto
all’asse neutro &. Possiamo anche porre tale relazione nella forma

compatta.
My = Wqog, 192, 10]

dove la grandezza W, = 8" -4 §" prende 1l posto dei moduli di re-
sistenza W', W’ della [91. 3] valida in fase elastica.

La wverifica di sicurezza riferita dunque a tale situazione di col-
lasso plastico comporta un valore M, del momento flettente limite
superiore al valore M ,, corrispondente all’inizio della fase plastica.

Ad esempio, per una sezione rettangolare, data la simmetria ri-
spetto a &, lo snervamento viene raggiunto contemporaneamente nelle
fibre tese ed in quelle compresse equidistanti dall’asse neutro, benin-
teso nella ipotesi di un identico valore del limite di snervamento del
materiale in trazione ed in compressione. I/ asse neutro rimane bari-
centrico mentre il momento flettente risulta:

in corrispondenza del limite di elasticita, cioe dell’incipiente plasti-
cizzazione delle fibre estreme, e:

M, = Wqyoy = 3+ bhiog, 192, 12]

in corrispondenza del collasso plastico, cio¢e della plasticizzazione com-
pleta della sezione.

- Per ogni valore del momento 3 si puo determinare ’ordinata 7g
che caratterizza il contorno elasto-plastico, rappresentato dalla retta
che separa, nel piano della sezione, la zona ancora elastica da quella
plasticizzata. Otteniamo nel caso particolare 1n esame:

> e
M = — ogbng + b (T _ ng) | r92. 13]

da cui sviluppando e tenendo presente la [92. 11}:

3 4
M, (1 ”S) | 192, 14]

M =
2 3 h?

ed infine risolvendo rispetto a 74:

h M
_-— o — 2 . 92. 15
Hs =5 l/ i, [ ]
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¢) Statr residui di tensione.

Quando, dopo aver raggiunto la plasticizzazione parziale o totale
della sezione, venga rimosso il momento applicato M, lo stato di ten-
sione non si annulla in eonseguenza, perché la deformazione perma-
nente delle fibre plasticizzate impedisce la reversibiliti del processo.
Rimane cosl presente uno stato di tensioni residue la cui distribuzione
puo essere ottenuta sottraendo dalle tensioni elasto-plastiche dovute
a M nella fase di carico le tensioni elastiche dovute allo stesso mo-
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Fig. 77.

mento, cambiato di segno, nella fase di scarico. I punti di interse-
zione delle due distribuzioni di tensione individuano le fibre con ten-
sioni residue e si trovano ad una distanza », dall’asse neutro, tale che:

oy = - [92. 16]

Con riferimento ad una sezione rettangolare, poiché il momento

flettente M corrispondente ad un certo contorno plastico 7¢ risulta
dalla [92. 14], otteniamo:

J 2 J o
= S — i , [92. 17)

M3 1 2
M, (1 Ts )
‘ 3 ke

dove J = bh3/12 ¢é il momento d’inerzia rispetto all’asse neutro. Nella
fig. 77 sono indicati i diagrammi delle distribuzioni: di tensioni elasto-
plastiche dovute a M, di tensioni elastiche dovute a — M, e di ten-
sioni residue ottenute per differenza.

17 — BaLpacci, 1.



253 Problemi particolari di sollecitazione [Cap. 1X]

1.e considerazioni precedenti sulla flessione in fase elastoplastica sono state de-
dotte dall’ipotesi di poter ritenere ancora validi i risultati del problema di Saint-
Venant. Tale ipotesi, tuttavia, si presta a fondate ecritiche che vogliamo ora di-
scutere brevemente.

Ad un incremento infinitesimo dx della curvatura x dovuta al momento flet-
tente deve corrispondere un 1ncremento v dx» della curvatura trasversale degh ele-
menti lineari inizialmente paralleli all’asse neutro & = x;. D’altra parte, nella zona
plasticizzata della sezione trasversale, tale incremento della curvatura deve risul-

tare %d;«:, in quanto Iincompressibilita del materiale i campo plastico richiede
un valore » = 1 del rapporto di Poisson. Non sarebbe percido rispettata la con-
gruenza tra elementl adiacenti situati da parti opposte lungo la superficie di sepa-

razione tra la zona elastica e la zona elasto-plastica. Devono necessariamente essere
presenti anche componenti di tensione normali a tale superficie che non pud essere
assunta plana.

I’ analisi rigorosa esige I'impostazione di un problema di elasto-plasticita estre-

mamente complesso e non ancora risolto. Nel caso particolare in cui 1l rapporto
di Poisson s1a v = % anche nella zona elastica, tale difficolta non sussiste; € as-
sicurata la conservazione del piano neutro e gli incrementi delle componenti di

deformazione, o le loro velocita, sono espresse correttamente, ad esempio, dalle
relazioni [64. 2] di Prandtl-Reuss, particolarizzate al caso 1n esame:

éaa — 71’5 + "”7 = (xn)",
€17 = Egp = %7??“; %’”} — % (xm), [92. 18]

E12:'—'523:"931:0-

1incremento di deformazione nelle fibre longitudinali del cilindro e dunque
una semplice dilatazione associata ad una contrazione trasversale di valore meta.

93. Flessione in campo anelastico.

| Per uno stato visco-elastico tipo Maxwell, discusso nel § 50, la
velocith, di deformazione & = &, delle fibre longitudinali del cilindro
& legata alla tensione normale corrispondente ¢ = 0,3 ed alla sua ve-

locita ¢ dalla relazione [90. 3]:
Ee(t) = a(t) + tho(t), [93. 1]

che integrata rispetto ai tempo ¢ fornisce D'espressione [90. 4] analoga

alla [D0. 6].
Moltiplicando ambo i membri della [93. 1] per n = x5 ed integrando
cull’area A della sezione trasversale del cilindro, otteniamo:

EféndA :f&ndA 4 tgfanda | (93, 2]
A A A

ed anche, con riguardo alla relazione e = x7n ed alla definizione di
momento flettente M:
Edx = M(t) + t5 M(1) . [93. 3]
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Attraverso una integrazione rispetto al tempo ¢ possiamo cosi ot-
tenere 1l momento flettente M (t) all’istante generico t:

_ t _
M(t) = exp (—i/t,) | M, -+ EJfO;:: exp (t/tg) dt|,  [93. 4]

avendo indicato con M, = M (0) il valore di M (¢) all’istante iniziale
t = 0.

Vediamo dalla relazione trovata che per una deformazione im-
pressa, polche in tal caso la curvatura x(¢) rimane costante, la sua

A

ofd’

J >
0 1 &/&’

Fig. 78.

velocita risulta identicamente x = 0 ed il momento iniziale M o S1
avvicina asintoticamente allo zero secondo la legge esponenziale:

M (1) = M,exp (—t/tp) . [93. 5]

S1 annullano di conseguenza anche le tensioni ¢(t) nella sezione tra-
sversale e dopo un intervallo di tempo sufficientemente lungo il ci-
lindro rimarra nella configurazione deformata inflessa, la curvatura
essendosi trasformata in permanente attraverso il fenomeno di rilas-
samento della tensione.

Per un materiale a legame costitutivo di tipo viscoso non-lineare

1 90. 19], abbiamo nel caso in esame:
1

. o g \n g il
e:e’( ,) , U:a’(_,)’”’, 193. 6]
o

E

con #»>1, ed avendo Indicato con & e ¢’ rispettivamente la defor-
mazione e la tensione nella fibra pit lontana dall’asse neutro.

Nella fig. 78 sono stati rappresentati alcuni andamenti della legge
[93. 6] per diversi valori di n: in particolare, per » — 1 si ha un com-
portamento pertettamente elastico lineare, per n = o si ha un com-
portamento perfettamente plastico.
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Il momento flettente risulta:

)
M :f onb(n)dn 193, 71
_??h'

avendo indicato al solito con 7', " le distanze delle fibre estreme
dall’asse neutro e con b(%n) la larghezza della sezione, come appare

A A

n’

a) ,?+

Fig. 79.

dalla fig. 79 a). Ammessa la validita dell’ipotesi della conservazione
della sezione piana [fig. 79 b)], cioé:

£ 7 o N \—
L ’ :(__;_)n, 93. 8]
& 7 Y 7
11 momento flettente {93. 7] diviene:
N .
M= o (/oY blm)dn . [93. 9]
-N

Ad esempio, per una sezione rettangolare, essendo b(n) = b, n’ = h/2,
n'’ = h/2, 11 momento flettente é:

hy L phlZ2 piq nbh2g’
M =24 (—-) w | e dy = o [93.10)
2 0 2(2n 4+ 1)
e la tensione nelle fibre estreme piu sollecitate risulta:
2(2n 1 M
g = @n + 1) : [93. 11]

n b h?

Cosl se il momento flettente M & mantenuto costante, la distribu-
zione della tensione rimane costante nella sezione.
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Per n = 1 la [93. 11] rappresenta la tensione nelle fibre estreme nel
caso di comportamento elastico, e coincide con la [92. 11]: ¢’ = 6 M/bh?,
mentre per n = oo la [93. 11] rappresenta la tensione nelle fibre estreme
nel caso di sezione completamente plasticizzata, e coincide con la
[92.12]: o' = 4M/bh% IL’andamento del diagramma delle tensioni &
lineare in questi casi limiti: per valori intermedi ¢ curvilineo come
indicato 1n fig. 79 ¢).

Elminando la tensione ¢’ dalle [93. 6] e [93. 11] otteniamo una re-
lazione tra la dilatazione & ed il tempo. Abbiamo infatti, indicando
con ¢ una costante:

: f 2¢(1 +2n) M 1"
g = (co')" = " -y [93. 12]

ed integrando rispetto a ¢:

F2¢ (1 2n) M ™
( ;_ ) - t, [93. 13]

f

che, per n = 1, si riduce correttamente alla dilatazione &, corrispon-
dente ad uno stato elastico lineare.

94. Flessione in presenza di spostamenti finiti.

Quando il passaggio dalla configurazione iniziale alla configurazione
deformata inflessa sia caratterizzato da spostamenti e rotazioni finiti,
1 risultati precedenti non possono essere applicati in quanto dedotti
da relazioni lineari tra le componenti di deformazione e le derivate
di spostamento e validi quindi, a stretto rigore, per deformazioni
infinitesime.

Nell'ipotesi che la sezione trasversale si mantenga piana e per-
pendicolare all’asse x; € possibile pero svolgere un’analisi abba-
stanza semplice del problema della flessione anche in presenza di re-
lazioni non-lineari che caratterizzano il caso generale di spostamenti
fin1ti.

Scelte allora due terne, materiale (x;, x,, ;) e spaziale (v,, ¥, ¥s)
eoincidentl nella configurazione indeformata, qualora la dilatazione
superficiale della sezione sia trascurabile, la distanza x, del punto
generico (), dal baricentro P, rimane invariata e la sua direzione ri-
spetto alla giacitura primitiva resta individuata dallo stesso angolo w
formato dall’asse x, con ’asse ..
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L’unica componente di deformazione diversa da zero & ottenuta
da una immediata particolarizzazione delle relazioni generali [13. 4]
nella forma:

£33 == Uz 3 + 3 (ug3 +- %23) . [94. 1]

Indicando con la sopralineatura gli spostamenti dei punti del-
Passe x; otteniamo, con riguardo alla fig. 80:

g e 4%
= 4
I S s
7 _ Uy X Uy dXy
/ — . — i
/ U3 ' dUE -
M ' e
P, E! Q
—— ’f F ' .‘
x?. qu UE " ‘y3
Qo)
LS L LSS, Us Xo
T T
.Vz*
Fig, 80,

da cui derivando rispetto a x, ed introducendo la curvatura » —

,3
1 gradienti dello spostamento risultano:

Ug 3 = Uy + Xyx SIN @, Us 3 = Uz 3 + Ty COS @ . [94. 3]

- Sostituendo le espressioni trovate nella [94. 1], la componente di
deformazione ey, diviene:

Egg = Ug 3 + Xy [(1 - E3j3) COS w + Uy 5 8in w]

- B . [94. 4]
- 3 (U3 3 -+ Uy 3 + x5 %%) .

S osservi ora che il termine fra parentesi quadra rappresenta, a
meno del differenziale dx;, la somma delle proiezioni sull’asse x, dei
catetl:

duy = Uy 4 da, dus = dag + U 4 da, , [94. 5]

cloe, indicando con ¢, la dilatazione lineare dell’elemento dxs, la lun-
ghezza (1 + ¢,) dx, di tale elemento nella configurazione deformata.
L’espressione [94. 4] diviene cosi:

£33 = Uz -+ (1 + &) Ty > (7;53 -+ _"’/“:3,3 + x5 #?) 194. 6]
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e puo essere semplificata, con approssimazione sufficiente osservando

che, per deformazioni ancora in campo elastico, ¢, < 0,001, z5x”? < Tyx.

Potremo quindi scrivere la relazione:

£33 = Ugg + Loz + L (U3 4+ U3 4), [94. 71

vahda per spostamenti e rotazioni di grandezza arbitraria e per de-
formazioni piccole rigspetto all’unita.

Sotto tali ipotesi € ancora accettabile, per gran parte dei mate-
riali da costruzione, un legame costitutivo elastico lineare, per cul la
tensione normale o,, ¢ data dalla:

O3 = B [Ug g + Xy + 3 (ug 5 + uj 4] [94. 8]

ed 1l momento flettente dalla:

M :f Gty dA — EJ x [94. 9)
A

essendo nulli 1 momenti statici rispetto all’asse baricentrico wx,. |

La relazione fondamentale tra il momento flettente M e la cur-
vatura x» ha dunque P’'aspetto consueto anche in presenza di sposta-
ment1 finiti. Tuttavia in questo caso € necessario distinguere, nella
determinazione della curvatura, tra coordinate materiali « e coordi-
nate spaziali .

Con riferimento alla configurazione deformata corrente abbiamo in-
fatti dalla fig. 80, per & = 0:

du, = da, sin o , w = aresin u, [94. 10]

e qundi la curvatura assume la forma materiale:

Us 53
— — - . 94. 11
M mjg (1 %%,3)1/2 [ ]

Con riferimento invece alle coordinate y, dovremo operare il cam-
biamento di variabile:

dove, per evitare ambiguita, la derivazione rispetto alla y; e stata
indicata con l'indice preceduto dal punto e wvirgola. Dalla fig. 30
risulta:

du, = dy, tg o, w = arctg u, g , [94. 13]

mentre, sempre per & = 0:

do} = dy? + du},  dy; =daog (1 + u,) V2. [94.14]



264 Problemi particolari di sollecitazione [Cap. IX]

Abbiamo cosi la forma spaziale della curvatura:

ﬁ2*33 1 Ug.33
T i - = — 194, 15]
1+ “5;3 (1 + u§;3)1/2 (1 + u5;3)3/2 ,

in termini cioe delle coordinate fisse 4.

Jo. Sollecitazione composta di forza normale e flessione.

I’azione simultanea delle due caratteristiche di sollecitazione N
e M e stata discussa in generale nel § 82. Qualora il momento flet-
tente s1 riduca alla sola componente M, agente secondo un asse prin-
cipale d’inerzia x, = 7, la deformata dell’asse geometrico x4 del cilindro
¢ contenuta nel piano di sollecitazione (x,7) e ’asse neutro £ risulta
perpendicolare a 5. Per M, = M, M, = 0, la componente di ten-

slone o = g3 € data in tal caso dalla particolarizzazione della [82. 1],
cloe :

[95. 1]

e la dilatazione lineare ¢ = &5, dalla particolarizzazione della 185, 1],
Cl0€:

!
i

~ ; 195. 2]

1 ( N My )

Al crescere dello stato di sollecitazione la tensione al lembo piu
cimentato raggiungera il valore di snervamento g € successivamente
la plasticizzazione si estenderd e verrd raggiunto lo snervamento al-
Paltro lembo, finché tutta la sezione sara plasticizzata.

In questa fase ’asse neutro pud subire una traslazione dipendente
dalla forma della sezione e dalle modalita di applicazione delle solle-
citazioni N e M: la sua determinazione nella fase elasto-plastica esige
percio la conoscenza dell’effettivo programma di carico.

Supponendo che la sezione si mantenga piana anche quando le
tensioni superino il limite di snervamento, le fasi successive prima,

descritte appaiono dalla fig. 81, nel caso di un materiale perfetta-

mente plastico con identico limite di snervamento in semplice tra-
zione ed in semplice compressione.



[§ 95] Sollecitazione composta di forza normale e flessione 205

La verifica di sicurezza in senso ristretto deve escludere che venga

superato lo snervamento ed impone quindi la disuguaglianza:
N W Gg

' < , [95. 3]

A ' M m

essendo m un opportuno coefficiente di sicurezza.

La verifica di sicurezza in senso generalizzato deve invece essere
riferita alla situazione di collasso plastico. In tale condizione limite

e
777 T -
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/ il
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Fig., 81,

non ha dunque importanza lo spostamento dell’asse neutro nelle varie
fasi di carico: interessa solo la sua posizione finale, corrispondente ai
valori limiti di N e M, individuata dalla distanza ¢ tra r, e &.

Per sezione completamente plasticizzata le equazioni di equilibrio

alla traslazione secondo x; ed alla rotazione intorno a 2, 81 traducono,
dalla terza e quarta [80. 3], nelle:

. v )
N Efﬁo'dA = Og fcb(ﬁ}dﬁ‘“‘fc b(??)d?? 9

[95. 4]

(' n" )
M ELG‘??dA — o fcbmmm +L b(n)ndy|

dove gli integrali possono essere valutati, nota la forma della sezione,
in funzione di %" o di »".

Ad esempio, nel caso di sezione rettangolare, per b(n) = b co-
stante, otteniamo:

hz
N = 2boyr M:gsb(4 (:2). 95. 5]

In assenza di momento flettente, 1a forza normale corrispondente
allo snervamento avrebbe il valore:

NS:GS-bh, [95. 6]
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mentre in assenza di forza normale, il momento flettente corrispon-
dente allo snervamento avrebbe il valore [92. 13]:

b h?
Ilfs — (TS 4 . [95. 7]

Sostituendo 1 valori [95. 6] e [95. 7] nelle [95. 5], queste assumono
la forma:

[95. 8]

402
N —=2N,— J:MS(I ),

h2

A MM,

Fig. 82.
che nel piano di coordinate N/N, M/Mq rappresentano la parabola

di equazione:
M , (N )2 95. 9
Mg N/ >

Nel caso di1 un momento M negativo, cioe da indurre trazione al
lembo superiore e compressione al lembo inferiore, si ottiene in modo
analogo una parabola 1mmagine speculare della precedente rispetto
all’asse N/N.

L’insieme di queste due parabole rappresenta la curva limite di
interazione per una sollecitazione composta di forza normale e flessione.

Ogni punto della curva di interazione corrisponde alla plasticizza-
zione completa della sezione, mentre 1 punti racchiusi entro la curva
corrispondono a plasticizzazioni parziali. I punti di intersezione della
curva con gh assi indicano la situnazione di plasticizzazione completa
dovuta alla sola forza normale N, o al solo momento flettente M.

Possiamo anche definire la curva di interazione come il luogo di
snervamento della sezione In quanto e analoga, in termini di caratteri-
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stiche della sollecitazione N, M, alla curva di snervamento per uno
stato biassiale di tensione o, o, in un dato materiale.

Nel caso di una sezione generica ¢ sempre possibile definire due
curve in termini del parametro : esse pero risultano speculari solo
per sezioni simmetriche rispetto all’asse ;.

Quando ’asse neutro non taglia la sezione, come invece abbiamo
supposto nella discussione precedente, la distribuzione di tensioni li-
mite corrispondera sempre ad una plasticizzazione completa della se-
zlone raggiunta in semplice trazione o in semplice compressione, a
seconda del segno della forza normale N, cioé ai punti di intersezione
con lasse N/Ng.

Indicando con ¢ Dlallungamento dell’elemento lineare coincidente
con l'asse x; e con o la rotazione della sezione, in corrispondenza di
ogni combinazione limite della forza normale e del momento flettente
diviene possibile un certo tipo di deformazione plastica caratterizzata
da un valore del rapporto ¢ = ¢/w. Si osservi che i valori di N e M
determinano soltanto tale rapporto ma non i valori di ¢ e di w, perché
11 materiale, nella situazione limite, pud scorrere plasticamente sotto
tensione costante. Ad esempio, per ¥ = 0, M = M, la deformazione
plastica deve risultare pura flessione con ¢ = 0, ma I’angolo di rota-
zione o rimane indeterminato.

Introdotte le grandezze wMg, eNg, otteniamo il loro rapporto
nella forma: w M M,

_ . [95. 10]
E-NS CNS

Se allora differenziamo le [95. 5] rispetto al parametro ¢, cioé:
AN = 203bd(, AdM = —20,bldl, [95. 11]

possiamo scrivere la relazione:

dM N, EN
. . [95. 12]
My dN M

Poiche il prodotto delle equazioni [95. 10] e [95. 12] vale —1, con-
cludiamo che il vettore della deformazione di componenti w M gy ENg
risulta perpendicolare alla tangente alla curva di interazione nel punto
corrispondente.

J6. Sollecitazione di taglio.

Fu osservato nel § 83 che la distribuzione delle tensioni tangen-
ziall 73, 73 sulla sezione trasversale del cilindro di Saint-Venant &
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dovuta alla forza di tagho T = (1}, T,) ed al momento torcente J,:
nel caso di sezioni simmetriche gli efifetti di tali caratteristiche della
sollecitazione risultano indipendenti e la presenza di una forza ta-
gliante lungo un asse di simmetria non da origine ad alcuna rota-
zione rigida della sezione.

Se allora consideriamo una seziohe simmetrica rispetto all’asse wx,
sollecitata da una forza di taglio I' = T, secondo ’asse di simmetria,
la determinazione delle tensioni1 tangenziali richiede la risoluzione di
un problema particolare al contorno ottenuto dalla [83. 1] per b, = 0,
¢ = 0, e corrispondente quindi alla seconda [83. 2], cioe:

Vo, (21, ) = 0 in A4,

d } 196. 1]
d% = (x5 —vx]) n, su C.
n

Nella risoluzione etfettiva del problema per forme assegnate della
sezione trasversale conviene ricondurci alla formulazione alternativa
in termini della funzione v, (x,, x,), ottenuta dalla particolarizzazione
della [83.4] al caso b, = 0, ¢ = 0, e corrispondente quindi al pro-
blema di Dirichlet espresso dalla seconda [83. b], cioe:

Vi, (2, @) = 0 in A,

) [96. 2]
w(s) = | (@3 —7adds su C,
S

in modo da avere la condizione al contorno espressa mediante la fun-
zione anziche la derivata normale.

Le tensioni tangenziali, tenute presenti le relazioni di monoge-

neita [79. 10], risultano allora dalle [83. 6], scritte per b; = 0, ¢ = 0,
by = — T[J;:

T
Tgg — — Wi Ya. 2
1
7 [96. 3]
T3g = (%o 1 + wg _;m?) .
2J, ’

A titolo di esempio mostreremo come venga determinata la fun-
zione v, (x;, ;) per due sezioni di particolare interesse applicativo.
a) Sezione circolare.

In questo caso 1l contorno € della sezione ¢ la circonferenza di
equazione:

ry + x5 = a2, [96. 4]
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essendo @ il raggio, per cui il valore [82. 2] della funzione w, su O,
per x; = a?-— x?, risulta:

1L
;— . ry. [96. 5]

Ya(s) = fs[az — (1 + ) 2] doe, = a?r, —

Una funzione che verifichi tale condizione al contorno & la seguente:

1+

2 3 %1 [96. 6]

Yo (X1, ) =c(a2—-a)1——-w§)m1 a*p0; —

in quanto il primo termine del secondo membro si annulla identica-
mente su C mentre il secondo soddisfa alla [96. 5].

La ifunzione scelta verifichera anche 1’equazione di Laplace, cioé
la prima delle [96. 2]:

Vy, =[—8c—2(1 +»)]x =0, [96. 7]
purche, per tutti i valori di a;, ¢ = — (1 + »)/4.
La soluzione del problema & espressa cosi dalla:
1 + v
Yo (@) Xp) = — 19 (1 + 3w; — a?) x, , [96. 8]

alla quale, con riguardo alla definizione [78. 5] di » = » (1 - »)~1, cor-
rispondono i valori desunti dalle [96. 3], con J = J,:

1 2v T
—— Ty
T3 (1L +9) J 142
196. 9]
3+2y T , ) 1—2y
T32: (a "—-1172— - 56'1).
8(1 +19») J 3 -+ 29

La loro distribuzione sui due diametri principali risulta rispetti-
vamente:

Ty (1, 0) = 0,

(z,., 0) 3 - 2 T(2 1 — 2y 2)
T —— == re —— - i .
ATD 8 (1L + %) J 34+ 2y 17
[96. 10]
T3 (0, 25) = 0,
3 +2v T
Tae (0, %) :_871 _l_';)—'(-f‘(""z_"x?)a

ed e indicata dai diagrammi della fig. 83.
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Le traiettorie delle tensioni tangenziali sono date dall’equazione:
Toy ALy — Tge dr; = 0, [96. 11]
cio¢, con riguardo ai valori [96. 9] prima determinati:

1 — 2
3 4+ 2v

2 (1 -+ 2) &, 2, ity + (3 - 2) (a2— 52— xi) de,—0. [96.12]

max Tss

4 V-
o (3 - 2v) Tr
] 8(1+ v)J

@) T
- MaX T2 = T8 1+ ) J
It y ¥ +

Fig. 83.

La soluzione di questa equazione differenziale e:
2 2 _ 42 B
x;, + x5 = a® + axy, [96. 13]

essendo a una costante arbitraria e 8 = (3 + 27)/(1 -+ 2v).

Per un valore v = 0,3 del rapporto di Poisson alcune di queste
traiettorie sono state tracciate in fig. 83.

In modo analogo puo essere studiata una sezione di forma eilit-
tica sollecitata a taglio secondo uno degli assi.

b) Sezione rettangolare.

In questo caso, indicando ¢on a;, a, 1 semilati del rettangolo e con
T = T, il taglio agente secondo l'asse x,, '’equazione del contorno e:

(@2 — a?) (22— a2) = 0 . 196. 14]
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La condizione al contorno sotto forma differenziale, derivando la
196. 2] rispetto a s, risulta nella forma:

dax,
ds

dy, _
Ve (a — i

[96. 15]

dove le derivate parziali della v, sui lati del rettangolo rispettivamente
paralleli a x,, x, assumono i valori:

gy 2 2 — .
7102,1 T a'ﬁ o vwl ? per ‘132 - az, S = .’131, [96. 16]

;

L

|

| ]
E

Y0 = U, per x, - a,, § = X,. [96. 17]

Consideriamo allora una soluzione del problema sotto forma della
serie:

Yo (1, @) = kwy + Y €0, (1) Blay) [96. 18]
m = ()

dove a,(x), B,.(x,) siano funzioni delle sole variabili x,, z, rispettiva-
mente ed ogni termine soddisfi all’equazione di Laplace. Indicando le
derivate ordinarie con un apice si dovra dunque avere:

\ (amﬁm) = (I;;;(LUI) 5m(m2) + am(ml) ,;;;(582) = 0 ’ [96' 19]

0 anche, separando le variabili:

(%) B (X5)

ah\‘ B
am(a("I) ﬁm(fyz) |

|

[96. 20]

Poicheé 1 due membri di questa equazione differenziale sono unica-
mente tunzioni della sola x; e della sola x,, la [96. 207 pud sussistere
se, e solo se, il loro valore comune risulti uguale ad una costante,
ad esempio — k?, da cui le equazioni differenziali:

QG (@) + k2,0,(0) =0,  Br(xy) — k2 fu(x) =0, [96.21]
che ammettono le soluzioni linearmente indipendenti:

cos k,,x, | cosh k&, x,

am(ml) — _ 9 15;?1(532) — _ . [96' 22]
sin k,, &y sinh %, x,

Le condizioni al contorno [96. 16] e [96. 17] richiedono di pren-
dere in considerazione solo termini del tipo sin k,a,, cosh %k _x,, con
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k, = mn/a;, ¢ quindi:

mn

e . mnx, M LT,
Wo (Lyy Xo) = Ky -+ Z C,, SN cosh : [96. 23]
a, a,

=1

Ciascun termine della serie verifica cosl la condizione [96. 17] per
r, = -+ a,. Per quanto riguarda la condizione [96. 16] per x, = -+ a,

si osservi che sussiste 11 seguente sviluppo in serie di Fourier nell’in-
tervallo (—a;, <2y < ay):

a: 4a? & (—1)m M X
r? = — 1 COS - 96. 24
: 3 ' a m2=1 m= : :l

201

Tenendo presenti le {96, 23] e [96. 24], la condizione al contorno
[96. 16] su1 lati paralleli a x; assume la forma:

- M max, M TPy
k - Z ¢, COS cosh =
m=1 1 Gl 201
. . [96. 25]
- o0 -
, -[ai | 4aj (— 1)™ T2y
— al—7 - — ), ~— COs ,
L3 e A= m ay
dalla quale, uguagliando 1 coeflicienti, otteniamo le costanti:
,  vaj taiy (— 1)m M Ty \ "1
k = a5 — ; c,, == —— COS ; [96. 26]
3 3
7T m ay
ed infine la funzione wy,:
,  Vai
Yo (L1, &) = Q5 — 3 Ly —
196. 27]
. MmMaxy M T L,
2= o SN cosh
3 E 3 )
7T - m M IT Ay
m=1 cosh
|

Le tensioni tangenziali si ottengono dalle [96. 3]: 11 calcolo effettivo
¢ alquanto laborioso e per brevita rimandiamo ad altr1 testi! dove
esso € svolto in tutti 1 particolari.

e ol

L Cfr. S. TIMO%ENKO, Theory of Elasticity, pp. 292-298, New York (1934).
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97. Teoria approssimata del taglio.

Sempre nell’ipotesi di sezione simmetrica rispetto all’asse x, e sog-
geltta a una tforza di taglio T'= T, agente secondo 1’asse di simmetria,
1soltamo una porzione 2 della sezione di area A mediante una corda b
parallela all’asse ;. Il valor medio 7, della tensione tangenziale t,,
lungo la corda risulta da un’immediata particolarizzazione della [83. 22]

al caso 1n esame, dove 7, = 0, @, = 0, #i, = — 1, nella forma:
. TS, 97, 1]
E L

essendo S, 11 momento statico dell’area £ rispetto all’asse ;.

Abbiamo visto nel precedente § 96 le difficoltd incontrate nella ri-
cerca delle tensioni tangenziali =3, 753, dovute ad una forza di taglio,
anche 1n casl di sezionl particolarmente semplici. D’altra parte la sol-
lecitazione di puro taglio ¢ un’astrazione, dovendo essere accompa-
gnata da momento flettente, come si desume da immediate considera-
zionl di equlibrio del cilindro. Le tensioni tangenziali sono percio
sempre associate alla tensione normale o,; dovuta al momento flet-
tente: un eventuale errore commesso nella loro valutazione avra in-
fluenza spesso trascurabile sullo stato di tensione complessivo.

Per tali motivi, nelle applicazioni si rinuncia alla determinazione
rigorosa delle tensioni tangenziali attraverso la risoluzione del pro-
blema al contorno espresso dalle [96. 1] o dalle [96. 2] e si prendono
In considerazione i loro valori medi. Tale punto di vista, fondato sul-
I'ipotesi 73, = 735, conduce alla cosiddetta teoria approssimata del taglio.
In questo modo la 7;,, supposta costante sulla corda b, pud essere va-
lutata 1In modo elementare dalla [97. 1]. Essa sard evidentemente nulla
negli estremi della sezione situati sull’asse x,, dove ¢ nullo il rap-
porto S,/b, poiché i1l momento statico risulta infinitesimo di ordine
superiore a b, e massima in corrispondenza della corda dove il rap-
porto S,/b presenta un massimo.

Determinata la 73, come valor medio lungo la corda b, e quindi
indipendente da x;, ’altra componente di tensione 7, risulta imme-
diatamente da semplici considerazioni d’equilibrio deducibili dalla
terza delle [77. 21], cio¢ dalla:

Ta1,1 1 Tag,g T Oggz == 0. [97. 2]

Infatti 1n questa equazione risultano indipendenti da », sia la de-
rivata 7, ,, quando si assuma per t,, il suo valor medio %,,, sia la

18 — Barvaccr, I.
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derivata og; 3 dovuta eventualmente alla presenza di una forza nor-
male o di un momento flettente. Percio anche la derivata 3 , deve
risultare indipendente da x; e quindi la 7, deve essere una funzione
lineare di tale variabile ed omogenea in x; per evidenti ragioni di

simmetria.

T3z = T3g

Fig. 34.

Con riguardo alla fig. 84, tracciate allora le tangenti al contorno
nelr punti di intersezione con la corda b ed individuato il punto P,
la tensione cercata risulta:

Intatti ner1 punti del contorno la tensione tangenziale risultante
T = (T4, Tgy) deve essere tangente al contorno per la condizione ai li-
mit1 [77. 4], mentre la 1;,, = 73, deve mantenersi costante lungo la
corda: da ci10 segue la costruzione indicata per 7z, = kux,.

La determinazione della tensione tangenziale 7,, come valor medio
T30 espresso dalla [97. 1] ¢ immediata.

A titolo di esempio, per la sezione rettangolare della fig. 85 a),
indicando per semplicita con n = x, 'asse di sollecitazione, il mo-
mento statico della porzione tratteggiata £ e dato dalla:

L L L L Y
Q = 9 77;'7!2 > 77_'—'2 A L/ .- &
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Lia tensione tangenziale, per J = A h%/12, diviene:

_ T (h2 2)_6T(1 ’72) 197. 5]
Ty \ 1 T )T T\ T e '

e raggiunge per n = 0 il valore massimo 7., = 1,5T/A, pari cioé¢ a
1,5 volte 1l valore corrispondente alla ipotesi di uniforme distribu-
zione T/A su tutta la sezione.

I " |
h/3
hj2
----u:}r1 e
-;: ??{ :::O *Jr’l
1 // % TE=T
b2 — 1 /Q%%Y o -

| ////% |

a) Y= X b) c) Y 1= X

Fig. 85.

La stessa espressione vale per la sezione triangolare isoscele della
fig. 85 ¢). Infatti:

S_b(Qh )'Il 2 h )"_b(2h hf) 97. 6]
2= 9 \"3 ’7_"'3(3 )] =75 "7)(3"'7;’ '

e spostando Dorigine di h/6, cioé posto » = n' + h/6:

S—b(2h , h)(h, ,,h)“b(hz ,2) 197. 7]
T3\ T T )\ T T ) T3\ T ) '

La tensione tangenziale risulta quindi, per J = A h?/18:

T (h2 12) 6T /1 nfz) o7 81
Tao = - — — '
2= "a7p \qa A (4 B2 :

ed ¢ quindi rappresentata dallo stesso diagramma parabolico della
fig. 85 b), con un massimo sulla corda »n' = 0 uguale al precedente.
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Quando la sezione presenta variazioni brusche di lunghezza s1
hanno discontinuita nel diagramma della tensione tangenziale. Ad
esempio, per la sezione di fig. 86 la 73, ha andamento parabolico per
1 due rettangoli di cu1 e composta la sezione, come §1 desume 1m-
mediatamente dall’applicazione della [97. 4] alle due parti tratteg-
giate 2, e ,, e presenta una variazione brusca nel passaggio dalla

b
%ﬁ’
2%
*Xl i-}oj I
Gz
Y
Fig. 86.

corda b, alla corda b,. Il massimo valore della 7, s1 verifica in corri
spondenza della corda baricentrica, dove 1l momento statico S, rag-
giunge il sno valore massimo mentre la lunghezza della corda si man-
tiene al suo valore piu basso b,.

Nell’ambito della teoria approssimata 1l lavoro di deformazione:

1
Up = ‘é‘“‘f (731 + T3) AV, [97. 9]
My

assume una forma di facile determinazione. Sostituendo alle compo-
nenti di tensione t5, 73, 1 loro wvalori {97. 3] e [97. 1] ed integrando
rispetto a x,;, otteniamo:

121 S

£2 -
Uz = 5.7 L(1+tg2a) A 197. 10]

La rigidezza a taglio u /A assume in tal caso una forma approssi-

mata In base al valore:

P

1
K1 — Ff (14 tg?a) —2-dA, 197, 11]
A
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come mostra 1l confronto della [97. 10] con i1l secondo termine della
[86. 21]. L’integrale che compare nella [97. 11] puo essere facilmente
calcolato determinando cosi un valore approssimato di K o del fat-
tore di taghio y = A/ K della [86. 22]: per sezioni di forma complessa
s1 potra sempre ricorrere a procedimenti numerici o grafici.

v == 0
1Y-v = 0.01
p = (0.2

A

Y

Fig. 87.

Ad esempio, nel caso di sezione rettangolare, con riguardo alla
espressione [97.4] di S8, e tenendo presente che tg a = 0, b = cost,
dA = bdn, abbilamo:

12 TRIZ 0 B ]2 bd 6 -
K1 — ( : )2 f — ( nz) 277 - [97. 12]
bh _apl2 \ 4 b 5bh

ed 11 fattore di taglio risulta cosi uguale a 6/5.

Il importante comprendere il significato della teoria approssimata
ed avere un’idea sull’ordine dell’errore commesso nel sostituire alla
tensione tangenziale t,, il suo valore medio %,,.

Abbiamo visto che tale valore medio verifica le equazioni di equi-
librio purche l’altra tensione tangenziale 7,, sia una funzione lineare
di x,. 1 valori approssimati rispettano dunque ’equilibrio sia nei punti
interni della sezione, perche soddisfano alla [97. 2], sia nel punti del
contorno, perche soddisfano alla condizione [97. 3] per la tensione tan-
genziale risultante 7 di essere tangente al contorno.

Il carattere approssimato della teoria ¢ quindi da ricercarsi nella
mancata verifica delle equazioni di congruenza [77. 3] da parte delle
Ta1y T390 quUeste non sono dunque soluzioni congruenti del problema di
Saint-Venant ma soltanto equilibrate.

Su tali considerazioni e possibile porre il problema di determinare,
se esistono, certe forme particolari della sezione per le quali la teoria

approssimata coincide con quella rigorosa. Una interessante ricerca in

f
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proposito, sulla base di un’osservazione di Lovel, & stata condotta
da TORRIGIANIZ: alcuni risultati ottenuti appaiono nella fig. 87. Per
diversi valori del rapporto di contrazione trasversale » sono state trac-
ciate le forme delle sezioni simmetriche rispetto ad entrambi gli assi
alle quali puo essere applicata in modo rigoroso la teoria approssi-
mata: ¢ 1nteressante osservare che per » = 0 si ottiene la sezione
rettangolare, per v = 0,5 la sezione ellittica.

98. Sollecitazione composta di flessione e taglio.

Abbiamo gia osservato che la forza di taglio é sempre associata,
nel cilindro di Saint-Venant, ad un momento flettente variabile linear-

o\

Fig. 83

mente lungo I’'asse. Percio lo stato di tensione & caratterizzato dalla
componente normale o = o04; ¢ dalla tensione tangenziale v = (14, Ts.),
determinate separatamente con 1 procedimenti esposti nei paragrafi
precedenti.

Il piano normale alla sezione e contenente il vettore T ¢ piano
principale percheé sopporta tensione tangenziale nulla. La retta » per-
pendicolare a T & dunque direzione principale e pud essere assunta
come asse del tfascio di piani le cui tracce sono indicate nella fig. 88 a).

Lo stato di tensione sull’elemento superficiale piano generico di
tale fascio puo essere allora ottenuto dalla rappresentazione piana di

VA, E. H. Love, 4 Trealise on the Mathematical Theory of Elasticity, 4* ediz., § 235, pp. 346-348,
Cambridge (1952).
* M. TORRIGIANI, Atl Ist., Se. Cosfr. Univ. Genova, 2, 1-9 (1968).
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Mohr discussa nel § 26, fig. 17, conducendo dal polo M, di coordi-
nate (o, - 7), la parallela alla traccia dell’elemento considerato, se-
condo la costruzione della fig. 88 ¢). Il punto § individua le compo-
nenti di tensione, normale ¢, e tangenziale 7,, agenti su tale elemento.
In particolare gli elementi di traccia M S, MO, rispettivamente sop-
portano solo tensioni normali e sono percio le tracce dei due piani

A
T ;= () Th
.__.._..p.._—_.qj -
T ot | Ty i
Tﬂ; = 0 7 \\ 7
\
T
M / \ T = T3 f
| . |
o Ot \ _ g%

=
2
""I\_
at
tn
s Y
/|
O
——
R
e
&
AL
N
.

\
Y \ r
) o \ i

g4 T Uy O o,
¥/

Fig. 89.

principali. I valori delle tensioni principali risultano immediatamente
dalla costruzione, dove 12 = 73, -} 73,:

' }: 0 ___;_1/024-4:2, [98. 1]

2
011

mentre gli elementi M7, MT ., a 45° con gli elementi principali,
sopportano le massime tensioni tangenziali, associate entrambe ad una
tensione normale o/2:

I }: - ; Vo2 4- 472 . [98. 2]

Quando si faccia ricorso alla teoria approssimata del taglio di-
scussa nel § 97, di solito viene trascurata la componente t; della ten-
sione tangenziale: cio appare lecito, e comunque l’errore commesso
non e rilevante, per molti tipi di sezioni di particolare interesse ap-
plicativo. In tal caso 1’asse principale r risulta parallelo a x; e la
tensione tangenziale © = 1,, parallela all’asse di sollecitazione x, = 7.
La costruzione piana di Mohr ¢ quindi riferita alle tracce degli ele-
menti superficiali nel piano coordinato (x,x;) come mostra la tig. 39.
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Le direzioni delle tensioni principali e delle tensioni tangenziali
estreme sono contenute nel piano (na,;) e pud essere di un certo inte-
resse esaminare l’andamento delle loro traiettorie in tale piano.

Per quanto riguarda le prime, individuate dall’angolo a,, abbiamo
dalla fig. 89:

4

T 2 tg a, 2n
tg 2ay = — tg 20, = — 98. 3
g <« aq s 8 « 1 — tg® 1— g ’ [ |

A = g ,T

ta

!

-
.
-3

Y - Fig, 90.

avendo indicato con 5’ = tg a, la derivata di # rispetto a x;. Si de-
duce cos1 'equazione differenziale per le direzioni principali delle ten-
sionl normali estreme o, o,:

N+ gy —1 =0, 98, 4]
T

che, essendo di secondo grado in %', individua in ogni punto del
piano (n @;) due curve. Tali curve, denominate linee 1sostatiche, come
furono definite nel § 23, devono risultare perpendicolari tra loro, dato
il valore — 1 del termine noto.

Analogamente le direzioni delle tensioni tangenziali estreme ven-
gono individuate dall’angolo a, della fig. 89:
o 2 tg a, 21nm

t 2 == = - - 98. 5
27 8 T 1 — tg? a, 11—’ : !

thGT:' =

essendo ora 7, = tg ap la derivata di n, rispetto a x,. L’equazione
differenziale per le direzioni delle tensioni tangenziali estreme Tyy Tipg
e dunque:

74 4T /
WT——&—HT"—l——-—Oa [93. 6]

ed individua in ogni punto del piano due curve tra loro ortogonali.
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A titolo di esempio, per un cilindro con sezione rettangolare, sog-
getto a taglio T' = T, e momento flettente M = IM,, di cui alla fig. 90,
le caratteristiche della sollecitazione nella sezione generica risultano
T'(x3) = T, M(x3) = T'w;, mentre le tensioni, normale ¢ e tangenziale

77/4 H{g /4 /4
/4 - ‘{3/2
7r/4 /4
O ' > O /2 }-—
/4 3 ’ s
| -
a0 %

Fig. 91.

T = 73, hanno rispettivamente ’andamento lineare e parabolico indi-
cato nel diagrammi corrispondenti, cioé:

M (25) 5 12 Tz,

g = — ,
J bh3
(98, 7]
s, 3 T (1 4772)
T 06 T 2 bh e )

Le direzioni delle tensioni principali sono fornite dalla particola-
rizzazione della [98. 4] nell’equazione differenziale:
2m 2,

P T 95 8]

r2

n

di cul non ¢ noto l'integrale generale. Con procedimenti grafici o nu-
mericl 81 pud ottenere una soluzione approssimata per punti, indicata
nella fig. 91 a). Si osserva cosi che sulla base di sinistra, dove M = 0,
le linee isostatiche sono inclinate di =/4 rispetto all’asse 53 le 1sosta-
tiche di trazione e le isostatiche di compressione tendono a disporsi
parallelamente al lembo inferiore ed al lembo superiore rispetti-
vamente.

In modo analogo, sostituendo le [98. 7] nella [98. 6] otteniamo
'equazione differenziale delle direzioni delle tensioni tangenziali prin-
cipali: 2 (h2)4 — 52)

Ny — - —1=0, [98. 9]
3




232 Problemi particolari di sollecitazione [Cap. IX]

che, con la posizione x, = x, n*> = y, puo essere ricondotta alla forma
di Lagrange ed integrata. I risultati sono rappresentati in fig. 91 b).

99. Flessione e taglio in campo elasto~plastico.

Quando un’opportuna combinazione della tensione normale o = oy,
dovuta al momento flettente M, e della tensione tangenziale v = (75,
T.,), dovuta al taglio 7', raggiunge un valore limite &, avra inizio la
plasticizzazione degli elementi piu sollecitati nel piano della sezione
trasversale.

Con riferimento al criterio di plasticita di Tresca [62. 1], per k=o4/2,
ed all’espressione [98. 2] delle tensioni tangenziali massime, otteniamo
la seguente condizione limite per lincipiente deformazione plastica:

02 -4 (7%, -+ 15,) < o5 199, 1]

Con riferimento, invece, al criterio di plasticita di Mises [62. 11],
per k = o ]3, siamo condottl alla:

62 + 3 (75, + 75) < 0§ . [99. 2]

A

I due criteri possono essere conglobati nell’unica limitazione:
S(o,;) = o® 4+ a® (75, + 73) < oy, [99. 3]

assumendo il parametro: a = 2, nel caso si voglia adottare il criterio

di Tresca, oppure a = ]/3, nel caso si preferisca 1l criterio di Mises.

La verifica di sicurezza nel senso ristretto discusso nel § 76 richiede
che la tensione ideale dedotta dall’uno o dall’altro criterio non superi
in ogni punto un’opportuna frazione m della tensione limite monoas-
siale di snervamento oy, cloe:

00 = V0¥ + @ (13 + 7h) < —, [99. 4]

essendo m il coefficiente di sicurezza.

Tale verifica esige cosi la determinazione delle tensioni o e 7 in ogni
punto della sezione, in quanto non ¢& possibile individuare a priori,
almeno in generale, dove si presenti la combinazione piu sfavorevole
delle tensioni suddette, cioe il valore max della ;4.

Qualora invece si operi dal punto di vista del collasso plastico,
assumendo come stato limite non gia quello caratterizzato da una de-
formazione plastica incipiente, bensi la situazione finale di collasso
per deformazione plastica non pilt contenuta, dovremo riferircli ad un
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lnogo di snervamento che, nel caso presente di stato biassi:le per la
tensione, si riduce ad una curva § (g, 7) = 0.

Volendo operare in termini di caratteristiche M e 7T, e cioé secondo
un procedimento analogo a quello seguito nel § 93 per la sollecita-
zione composta di forza normale e flessione, potremo anche limitarci
ad una soluzione che tenga conto solo degli aspetti globali del pro-
blema. Nell’ambito della teoria approssimata del taghio, trascurando
11 contributo della componente 7, ed assumendo per la 735 11 SUO valore

medio 73 = 7, la curva di interazione per le caratteristiche di solle-
citazione 1T, = T, M, = M:

T:-frdA, M:fmdﬁ, 99. 5]
A A

sara ottenuta mediante ’applicazione dei due teoremi dell’analisi li-
mite dimostrati nel § 68.

In primo luogo consideriamo una distribuzione cinematicamente am-
missibile della velocita di deformazione, e precisamente le velocita
della dilatazione lineare ¢ = x# e della dilatazione angolare y = 2é,,,
legate alle tensioni corrispondenti attraverso le particolari relazioni
[63. 7] valide per stati perfettamente plastici:

§— A — 20 . p =] —— = 2a2 7, [99. 6]

per cul le tensioni, normale e tangenziale, risultano:

g:;”?, T — V [997]
22 20?4

Sogtituendo allora nella [99. 5] si ottengono i valori della forza di
tagho 1" e del momento flettente M, che caratterizzano un punto rap-
presentativo dello stato di tensione appartenente 0 esterno alla curva

di interazione, per ogni scelta di x| ) e | 5. Un valore del parametro Z
che verifichi 1& condizione di plasticita [99. 3], cioé:

(;j)—}—a(Q;i):ag, 199, 3]

risulta della forma:

: ) ax ‘
= : 99. 9
A 2aog ]/1_1_(33)?? [ ]
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In corrispondenza di tale valore di ). le caratteristiche di solleci-
tazione [99. b] divengono:

7 Oy dA
@ L 1+ (axfp)?
N GSM f A | [99. 10]
V1 -+ (@ x[y)?

e descrivono una curva di interazione in funzione del parametro /7.

In secondo luogo consideriamo una distribuzione staticamente am-
missibile di tensioni che verifichi la condizione di plasticita. Poiche
la, presente trattazione ¢ in termini di caratteristiche 7', M non pren-
deremo in esame l'equazione indefinita di equilibrio [97. 2]: avremo
naturalmente una soluzione approssimata.

Consideriamo allora quelle particolari distribuzioni di tensione o(#),
7(n) che verificano la condizione di plasticita [99. 3] e sono equiva-
lenti nel loro complesso, in base alle [99. 5], ad una forza di1 taglio T
e ad un momento flettente M equilibrati. Sostituendo 'espressione
della 7 ricavata dalla [99. 3] nella prima delle [99. 5] otteniamo:

1
T — ——f Vol — o2 dA 199. 11]
a v 4

e determiniamo la funzione o(7n) che rende massimo il taglio 7' per
un valore prescritto del momento M fornito dalla seconda [99. b].
I1 relativo problema variazionale condizionato per il funzionale 1’| o],
mediante un opportuno moltiplicatore di Lagrange /, puo essere ri-
condotto ad un problema variazionale libero per 1l funzionale:

Flo,A]— — [Vof—o* a4 + 4 ([ onaa —M), [99.12]
a v 4 4
inteso come una funzione della funzione ¢ () e del parametro /.

Nella classe delle funzioni staticamente ammissibili o(n) 11 mas-
simo di F[o, A] coincidera con il massimo di T'[o] e risultera dall’equa-
zione variazionale ottenuta uguagliando a zero la variazione prima d,F
rispetto a certe variazioni arbitrarie do, €lo€:

g

S F = -—-f ( An) SodA =0, 199, 13]
A al/ag—a'z

per M = cost., mentre la variazione prima 38 ,F rispetto al parametro 4

fornisce evidentemente la condizione ausiliaria del problema espressa
dalla seconda [99. 5].
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L’arbitrarieta delle variazioni 3¢ richiede che in tutti i punti di A

sussista Pequazione:

775 A

1.0 ==

0.8 — \\

o6l ] \

0.2 —- \

‘ MM
3 H )—
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Fig. 92.
dalla quale si ricava il cercato valore di o:

aldogn

g —
]/1 + a2 A2p2 ’
e quindi i valori limiti di 7 e M:
n_ s dA n*dA

y, M = aoc.A

aJg Y1 + a*A%n?

4 V1 + a?/A2n?

[99. 14]

199. 15)

[99. 16]

Al variare del parametro A le [99. 16] forniscono nel piano (7 M)
una curva di interazione: il confronto con le [99. 10] mostra che la
curva descritta e la stessa, in funzione di un parametro A = x/y. Cioé,
nel limiti dell’approssimazione introdotta trascurando per le o, 7 la
condizione locale di equilibrio, la curva trovata rappresenta contem-
poraneamente 1’estremo inferiore e I'estremo superiore di tutte le pos-
sibili curve di interazione. Essa rappresenta percio effettiva curva
di interazione tra T' e M nel caso di sollecitazione composta di fles-

sione e taglio.
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tracce formano un angolo di 45° con I’asse x,, sopportano solo tensioni
normall ¢}, o,; e rappresentano i piani principali, come nella fig. 93.

La determinazione delle tensioni tangenziali dovute al momento
torcente puo essere anche ricondotta, in alternativa, alla ricerca dells,
funzione v, (v, @,), coniugata armonica della ¢, (@1, %y), € consiste al-

Tl

ol M o
I |

Fig, 93.

lora nel risolvere il problema al contorno espresso dalla terza [83. 5],
Cl0€ :
Vy (0y, 2,) = in 4,

[100. 3]
Pe(8) :%(Wff—l*m%) su €.

Il particolare aspetto di questa condizione al contorno suggerisce
di introdurre una funzione ¥ (z,, x,) definita dalla:

Y (2, @,) = '9“(33175”2)—%(33% —[—.’L‘g) [100. 4]

in modo da ottenere un nuovo problema, omogeneo nella condizione
al contorno:

V¥ (0, 2,) +2 =0 in 4, [100. 5]
W(s) = 0 su C . [100. 6]

Le componenti di tensione [100. 2], con riguardo alle relazioni di

monogeneita [79. 10], vengono allora espresse in forma monomia nelle
derivate parziali della ¥ (x4, x,):

Ty = My (P2 — o) = poeg V5, [100. 7]
Top = prty (Yy1 + 1) = — o, ¥
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A tale circostanza é dovuta la denominazione di funzione dv tensione
per la ¥ (x,, x,), introdotta nel problema della torsione da PRANDTL .

In termini di tale funzione anche il momento torcente e la rigi-
dezza torsionale assumono una forma monomia particolarmente espres-
siva. Infatti dalla sesta [79. 3] abbiamo:

M; = fA(T32 By — Ty W) AA = — ﬂ’ftf (0, W1 + 2V 5)dA, [100. 8]

A

o anche, raccogliendo in modo opportuno e trasformando con la for-
mula di Gauss, poiche ¥ = 0 sul contorno:

M, — —‘Mtf (2, ) 1 + (2, ) ,— 2 W] dA = Z,U,xtf WA .  [100. 9]
A A

Analogamente la rigidezza torsionale, definita dalla [85. 11} e dalla
terza [86. 7] diviene:

uK, = pu (J,— Dlg]) = 24 W dA '100. 10]
A

e K, assume il significato geometrico di rappresentare il doppio del
volume racchiuso tra la superficie piana di area A e la superficie
2 = ¥ (1, 7). ,

Considerando l’intersezione della superficie 2 = ¥ (2, @) con un
piano 2z = cost. parallelo al piano (x;z,) otteniamo la curva piana
¥ (x,, x,) = cost., ed il contorno C della sezione coincidera quindi con
la curva ¥ = 0. Se allora proiettiamo la tensione tangenziale risul-
tante t = (T4, 73,), agente nel punto generico P, sulla normale »n e
sulla tangente » alla curva ¥ = cost. (fig. 94), otteniamo rispet-
tivamente:

+ (@ W 4 o, 0 o
T === Ta1MN Ny — = —
n 3111 Tga 1o H# 2 e 1 de ) o ds
1100. 11]
dx dw d¥
T, = Ty ¥y T TaeVes = — M ¥ (gp’z d; - d"r; )E e dn

Vediamo dunque che il vettore © ha in ogni punto P la direzione
della tangente ad una curva ¥ = cost. ed il suo modulo & proporzio-
nale alla derivata della funzione di tensione rispetto alla normale n.

1 J,, PRANDTL. Phys. Zeits., %, 758 (1903); Jahresber. deutsch. Math.-Ver., 13 (1904).
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D’altra parte le relazioni (100. 7] esprimono l'interessante proprieta per
le componenti t,,, 7;, della tensione tangenziale di essere proporzionali
alle pendenze della superficie z = ¥ (x;, x,) nei due piani (2x,) e (zx,)
rispettivamente.

Infine non & difficile dimostrare che la tensione tangenziale risul-
tante assume un valore massimo nei punti del contorno C della se-

Az
C
Y= t .
COS W — O
. 1o
X 0
P
n
x
vV
Y x;
Fig., 94.

zione. Infatti se la = avesse un massimo in un punto interno di 4, ivi

le sue derivate parziali seconde dovrebbero risultare negative, per
cul anche:

V(z2) =V (75, +735,) <0. [100. 12]
Ma, con riguardo alle [100. 7] e:
V (2) = ‘uzxf V (&U?l - '1”?2) —
= .“27“7? (l—p,lvyj.,l -+ !17,2V5U,2 +- Yj?u + 2 &U?IQ I T?Q‘Z) 3

dove, poiche V¥ = — 2, cioe costante in A, devono annullarsi 1denti-
camente 1 laplaciani V¥, e V¥ ,. In definitiva:

V(7?) = ului (PP + 27, + Plo) [100. 13]

19 — BaLbpacci, I.
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deve essere una quantitd non negativa in contraddizione con 1’ipo-
tesi [100. 12] necessaria per assicurare il massimo di 7, o di 7%, In un
punto interno di A4: il massimo della T deve essere raggiunto sul con-
torno C.

Lo stato di deformazione & caratterizzato dalle due sole compo-
nenti diverse da zero [86. bH]:

%t i

1 = T (11— %)y E32 = o (Pre + %1) [100. 14]

mentre la rotazione dell’elemento generico in sé, In base alle [36. 2]
e [86. 7], viene espressa dalle tre componenti:

"y

*t
Woy = Hylgy (W3 = Y ((Pt,l + Xy) y,  gp = o (fpt,z — ) . [100. 15]

Le derivate di spostamento, con riguardo alla particolarizzazione
delle [84. 1], [84. 5] ed alle [36. 3], sono ora:

U1 =70, Ug 1 = Hydg Uz 1 = %P1
Uy o = "4 L3 Us 2 = 0, Uz o = %1 Pt 2y [100. 16]
Uy 3 = — ®ylg Ug 3 = Myl U3 =10,

da cui integrando otteniamo, a meno di tre traslazioni rigide di in-
sieme:

Uy = — Hylaily Uy = Hylq L3 Uy = @y (D14 Xp) - [100. 17]

Vediamo cosi come la funzione ¢, (x,, x,) sia proporzionale all’in-
gobbamento della sezione fuori del proprio pilano. In termini della
funzione di tensione ¥ (x,, 2,) tale ingobbamento risulta meno espres-

sivo; infatti le derivate ws,, u;, dello spostamento risultano con ri-
guardo alle [100. 7]:

Uz 1 =— %y (Yj,z + mz) ’ Ug g = — ¥4 (?,1 + 55'1) ; [100- 18}

e quindi lo spostamento u; diviene, integrando:

P
Uy = 2 | (Vo + @) doy — (¥ 1 — o) dry] [100. 19]
P,

La formulazione del problema della torsione mediante la funzione
di tensione ¥ (a,,x,) permette di interpretare il problema stesso In
termini di analogie, cioé di problemi fisici la cui rappresentazione ana-
litica & espressa proprio da equazioni del tipo [98.5] e [93. b]. Tali
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analogie sono numerose, data ’'importanza che queste equazioni assu-
mono nella Fisica-Matematica, e possono servire alla risoluzione per
via sperimentale, mediante esperienze relative al problema nel quale
S1 presentano di piu semplice esecuzione.

Tra le analogie piu interessanti e pin utili ricordiamo quella della membrana,
quella 1drodinamica e quella elettrolitica.

dx,

Y X,

Fig. 95.

L’analogia della membrana ! consiste nell’identita formale della [100. 5] con
I’equazione di una membrana sottile soggetta ad una tensione uniforme S lungo
1l suo contorno ¢ e ad una pressione trasversale uniforme p.

I’equilibrio alla traslazione nella direzione della normale all’elemento di mem-
brana, di proiezione dx, dx, sul piano tangente con riguardo alla fig. 95 da:

Sdrydw, + Sdx,dw; = pday;dx, , [100. 20]
o anche, essendo per deformazioni infinitesime, dw; = 2 ;, dw, = 2 ,:

Ve =24 L 24 = g | 1100. 21]

dove l'inflessione z (x,, z,) della membrana ¢ nulla sul contorno.

Il dispositivo sperimentale 2 consiste nello stendere membrane molto sottili ot-
tenute con emulsioni su due fori ritagliati in una lastra piana ed aventi rispetti-
vamente la forma della sezione in esame e la forma circolare. Sottoponendo le due
membrane alla stessa pressione in modo da avere in entrambe la stessa tensione
superficiale otteniamo per confronto la costante p/S dell’equazione [100. 21]. Dalla,

V' L. PRANDTL, Phys. Zeils., 4, 758 (1903).
* A. A. GRIFFITH, G. I. TAYLOR, Techn. Rep. Adv. Comm. Aeron., 3, 910, 938 (1917-18).



292 Problemi particolari di sollecitazione [Cap. 1X]

misura delle inclinazioni nelle due membrane possiamo cosi riportare le tensioni
tangenziali della sezione incognita a quelle note della sezione circolare.

Diverse analogie idrodinamiche sono state proposte a partire da KELvVIN', 1l
quale osservd che la funzione vy, coincide con la funzione di corrente di un moto
irrotazionale contenuto in un recipiente avente la stessa sezione trasversale del ci-
lindro soggetto a torsione. Fu suecessivamente mostrato da GREENHILL? che la fun-
zione di tensione ¥ & identica alla funzione di corrente del moto di un fluido

. O v M

ﬁ P A ‘ g :Lr o B

NIEL 1
NaVlelle

Fig. 96.

ideale in rotazione con vorticita uniforme in un tubo avente la stessa forma tra-
sversale della sezione soggetta a torsione. Infatti se v;, v, indicano le componenti
della velocita in un punto generico del fluido, dalle condizioni di incompressibilita
e di uniforme vorticita abbiamo rispettivamente:

?)1!1 —I_ (U2’2 — O ’ 'vl!z - @’2’1 — OOEt ’ [100- 22]

da cui, introdotta una funzione di velocita tale che v; =¥ ,, v, = — ¥ ;, otte-
niamo per questa l’equazione [100. 5].

Sul contorno la velocitd del fluido in rotazione ha la direzione della tangente e
la condizione al contorno nel problema idrodinamico ¢ la stessa del problema della
torsione. La distribuzione delle velocita v,, v, nel fluido in rotazione coincide cosl
con la distribuzione delle tensioni tangenziali 7,,, 7,, dovute al momento torcente.

I’analogia idrodinamica riesce utile nella valutazione qualitativa di effetti lo-
cali, come, ad esempio, le concentrazioni di tensione in angoli rientranti.

Un terzo tipo di analogia & basato sulla circostanza che la distribuzione del
potenziale elettrostatico in una lastra sottile di spessore costante & determinata
dall’equazione di Laplace:

VV =V + V=0, [100. 23]

dove il piano coordinato (x; x,) coincide con 1l piano della lastra. L’impiego piu
efficace dell’analogia fra l’equazione [100. 23] e l’equazione [100. 2] della torsione
congiste nell’'uso di una wvasca elettrolitica di profondita costante®. Il fondo e la
parete di eontorno devono essere isolati con uno strato di paraffina.

1 W, THOMS0N, P. G. TArr, A Trealise on Natural Philosophy, &, 242.
2 A. G. GREENHILL, Hydromechanics, In « kncyclopaedia Britannica ».
3 A, TauMm, W. BAUTZ, Ver. deulsch. Ing., 48, 17 (1934).
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Nella fig. 96 ¢ riportato lo schema di una moderna vasca elettrolitica Philips
per la soluzione dell’equazione di Laplace [100. 3]. I’alimentazione & in corrente
alternata, fornita da un oscillatore O a 400 Hz, per evitare la decomposizione del-
Ielettrolita. La tensione viene misurata con un ago A connesso al contatto stri-
sclante di un potenziometro P. L’ago ed il contatto sono su due rami opposti di
un ponte di Wheatstone, di cul viene opportunamente amplificato lo sbilanciamento,
letto su un misuratore di uscita M. Un indicatore di fase I permette di ridurre 1’er-
rore di misura dovuto allo sfasamento tra la tensione nell’ago e nel potenziometro.

101. Soluzioni particolari nel problema della torsione.

Per alcune forme della sezione trasversale ¢ immediata la costru-
zione della funzione delle tensioni ¥ (x,,x,) assumendo per questa
I’equazione del contorno a meno di una costante moltiplicativa. In
tal modo la condizione al contorno, ¥(s) = 0, & identicamente sod-
disfatta, mentre ’equazione differenziale V¥ | 2 = 0 ¢ verificata da
un particolare valore della costante. Con tale metodo elementare &
possibile determinare la ¥ (x,, x,) per le sezioni circolare, ellittica e
triangolare equilatera. Per altre forme conviene ricorrere a coordinate
polari, come nel caso della sezione circolare con intagli, o a sviluppi
in serie di Fourler, come nella sezione rettangolare.

a) Sezione circolare.

Per un cerchio di raggio a assumiamo come funzione delle ten-
sioni la:
Y (2, %) = ¢ (¢ 4 2] — a?) [101. 1]

in modo che sulla circonferenza C la ¥ (s) sia identicamente nulla come
richiede la condizione al contorno [100. 6].
11 laplaciano della ¥ é:

V¥ (y, x,) = 4c, (101. 2]

da cui il valore della costante ¢ = — 3 affinché sia soddisfatta anche
I’equazione differenziale [100. 5]:

Y (2, 25) = & (a2 — i —x3). [101. 3]
11 valore di A, risulta allora dalla [100. 10]:

7Tt
K, :f (0 — o} —a}) dAd = —— = J, [101. 4]
A

come avevamo gia trovato nel § 8b.
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I1 fattore di torsione definito nella [86. 13] assume in tal caso il
valore ¢ = 1, per cul la torsione x;, viene espressa dalla formula ele-

mentare:
M,

[101. 5

Le componenti [100. 7] della tensione tangenziale divengono:

Tgp = —— U¥Xily, Tgg = UXydy [ 101. 6]

D
s.gs\
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Fig. 97.

e variano quindi con legge lineare lungo un diametro (fig. 97). Hanno
come risultante:

v = Vil + 12, = ux,r, [101. 7]
essendo 7 la distanza del punto generico P dal centro O.
Poiche il rapporto tra le componenti di tensionivale: 74/ 75 = — 2,/ @

- ne consegue che la direzione del vettore T ¢ perpendicolare al raggio r
e quindi tangente alla circonferenza per P, concentrica al contorno,
che rappresenta percio una curva dv tensione ¥ (x,, ;) = COSt.

Come gia dimostrammo nel § 86 con la [86. 10] la sezione circo-
lare & 1’unica sezione che non subisce ingobbamenti fuori dal suo
piano in seguito alla deformazione. I8 interessante ricordare che lo
studio della torsione del cilindro circolare fu svolto da Coulomb proprio
sulla base di tale ipotesi, erroneamente estesa da Navier al caso ge-
nerale della torsione per sezioni di forma qualsiasi.

b) Sezione ellittica.

Per una sezione limitata da una ellisse di semiassi a,, a,, assu-
miamo la funzione delle tensioni nella forma:

2

Ly )
Y (xy, ) = ¢ ( T — 1) : [101. 8]
@ @ o




[§ 101] Soluzioni particolari nel problema della torsione 295

che evidentemente soddisfa alla condizione al contorno [100. 6]. Anche
’equazione differenziale [100. 5] sara verificata, purche:

a? -+ a2

sz2cljgzzh—2 [101. 9]

ad; d

172

e quindi:
az a? x> x>

V(2 ) = —102 (1-—- L __ 2). 101. 10
( 17 2) (I;% _l_ a% d«% fl% [ ]

La costante K, necessaria alla determinazione della rigidezza tor-
sionale é:

2a2 a2 @2 22 Tas ad
Ky = —— QIPCL—- > Z)dA—— ———,  [101.11]
ay +— s J 4 a a4 ay + asg
mentre 1l fattore di torsione diviene:
J aa, (a? + a2y a? 1+ a2 1 a, \ 2
q:.__[’:nlz(l—l_ 2) 11‘32___(“’1 !i), 1101, 127
K, 4 TTRY B 4 \ a, ay

che per a,/a, = 1 assume il valore ¢ = 1 della sezione ecircolare.
Le tensioni tangenziali valgono:

@t x, . a5 @y
Tao = 2 10 %
9 2 9 32  #g 9 9 2
a? + as a? -+ aZ

[101. 13]

e variano quindi con legge lineare lungo un diametro. Il loro rap-
porto ha i1l valore:
T31 &1 Ly

= , [101. 14]
Tao Ao @y

che deve risultare costante lungo un diametro in quanto vi & co-
stante x,/x,. La direzione del vettore tensione t rimane dunque inva-
riata lungo un diametro d dell’ellisse, ma poiché nei punti estremi
deve essere tangente al contorno, ne consegue che nel punto gene-
rico P assume la direzione del diametro d coniugato a d. '

Il valore della tensione tangenziale risultante é:

v = V72, + 72, = ; —Vata? + ata? [101. 15]
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e sul contorno, cioé per 2 = a? (1 —x5/a2), assume il valore:

D, Gy | a’
P2 1/ 02— o (1 -) - [101. 16]
1 T G 2

Se a, indica 1l semidiametro maggiore, la 7 diviene max sul con-

torno quando x, = -+ a,, cloe in corrispondenza degli estremi del
Tmax
_‘f_
do
g "—
X
da
f
Y X
Fig. 98.

diametro minore, e minima per x, = 0, cioe negli estremi del diametro
maggiore:

2w, a5 a, 2 W, 0y 05
T = Trin = 101. 17
max a'% _|_ &% ? mnin a% —I—‘ a% ? [ ]

coincidendo con le componenti 7;, € T4 rispettivamente (fig. 98).

Le traiettorie delle tensioni tangenziali sono ottenute come curve
¥ = cost. e consistono in una famiglia di ellissi concentriche al
contorno.

Le derivate parziali della ¢, (xy, ;) sono diverse da zero e quindi
la sezione non rimane piana. L’ingobbamento puo essere determinato
con riguardo alle [100. 18] che, nel caso presente assumono la forma:

2 9
(P, + x,) 1%,

Ug 1 — — # (L o 2) — T T 9 2 Tt

ay 4 Gy
[101. 18]

2 2
a; — a
1 2

Ug o = — % (¥ + &) = — — 5 #td -

’ a4 a9
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Integrando otteniamo lo spostamento u, a meno di un moto rigido:

b1 — a3 [101. 19]
Uo — - 0.0 .
3 ?‘ag A R B

che indica I'ingobbamento della sezione come indicato nella fig. 99.

Le linee wu; = cost. sono iperbole equilatere e rappresentano le
curve di livello della superficie deformata: sono state indicate con
tratto continuo quelle relative alle porzioni di sezione che diventano

convesse, con tratto punteggiato quelle relative alle porzioni concave,
quando il momento torcente ha il verso assunto come positivo.

c) Sezione triangolare equilatera.

Riferito il triangolo come nella fig. 100, e indicata con 3a Paltezza,
assumiamo al solito per la funzione delle tensioni I’equazione del con-

torno moltiplicata per una costante arbitraria, in modo da soddisfare
alla [100. 6]:

¥ (21, 2,) = ¢ (2, — a) (2, ]/3_—[— Ty -+ 2a) (x, /3 — Ty —2a), [101.20]

da cui sviluppando e semplificando, ’equazione differenziale [100. 5]
risultera verificata purcheé:

V¥ (2, 2,) = —12a¢c = — 2, [101. 21]

cioe per il valore ¢ = 1/6a:

1
V2, 2,) = v (Bwiwy—x)— 3ax] —3ax? + 4a%). [101. 22]
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La costante K, risulta nel caso 1 esame:
3 g

K, — 2f W (a,, 1) dA — [101. 23]
A

D

ed il fattore di torsione: ¢ = 5/3.

Fig. 100.

La torsione x, & legata al momento torcente dalla:

5 M (101, 24]
My — .

essendo J, = 3a? /3 il momento d’inerzia polare.
Le componenti di tensione si ottengono dalle [100. 7] e valgono:

Mxy o 2
Toy = rs— Lo — 242
n =L (03 — o} —2a,),
[101. 25]
U %
T3g = at (@ — @) @y .

Vediamo dunque che la distribuzione della 7; lungo l'asse z,, cloe
per x;= 0, & parabolica, ha un valore nullo nell’origine e un massimo nel
punto di mezzo del lato, cioé per x, = @, pari a 7,,, = 1,b uxa. La 75
invece ¢ nulla lungo ’asse x, e varia con legge lineare lungo l'asse ;.

Le traiettorie delle tensioni tangenziali date dalle tangenti alle
curve ¥ (x,,x,) = cost. sono indicate a tratteggio nella fig. 100 a),

mentre le linee di livello della superficie ingobbata sono rappresen-
tate nella fig. 100 b).
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d) Sezione circolare con intaglio.

Lia presenza di intagli puo alterare sensibilmente la distribuzione
delle tensioni che competerebbe alla sezione integra e d’altra parte
presenta interesse applicativo, anche se di analisi non semplice. Esa-
miniamo tale effetto sulla base di un esempio elementare, rappresen-
tato da una sezione circolare di raggio a con un intaglio pure circo-
lare di raggio b, come indicato nella fig. 101.

Y x.
Fig. 101.
Consideriamo le due funzioni armoniche:

z, @y (23 -+ 25)L [101. 26]
ed assumiamo la funzione delle tensioni in modo che sia soddisfatta
I’equazione differenziale [100. 5]:

b2x,
ry + x5
Introdotto un sistema di coordinate polari (r, #), definito dalle
relazioni: x; = r cos ¥, x, = r sin 9, possiamo scrivere la ¥ nella forma:

b2 ) )
) | — (] + x3). [101. 27]

¥ (2, 1) = a (391 >

| . [101. 28]

b%r cos ¥ ) b2 — r2
2

!P(?',ﬁ)za('rcosﬁ— m
Perche sia rispettata la condizione al contorno [100. 6], cioé ¥ = 0,
I’equazione del contorno deve risultare:

2a cos ¥
)==0, [101. 297

rr— 1) (1— :
r
ed 1l contorno stesso deve essere costituito da due circonferenze: r = b,

r = 2a cos ¥, come avevamo indicato nella fig. 101.



300 Problemi particolari di sollecitazione [Cap. 1X]

Le tensioni possono ora essere calcolate: il massimo valore,
Tnax = 2 M@, Viene raggiunto nel punto P e risulta quindi il doppio
della tensione tangenziale sul contorno di una sezione circolare di
ragglo a, senza intaglho.

e) Sezione rettangolare.

Per una sezione rettangolare di semilati a,, a, la forma del con-
torno suggerisce di assumere per la funzione delle tensioni uno svi-
luppo in serie, seguendo un procedimento analogo a quello discusso
nel § 96, b) nel caso di sollecitazione tagliante.

Con riferimento all’equazione differenziale [100. 5] osserviamo che
11 termine noto puo essere espresso sotto forma di una serie di Fourier
nell’intervallo (—a,, + a,):

8 «w (—1)m
2 = — k 101.
- Z= 2m+lcos Ty [101. 30]

m=0

dove k, = (Z2m -}- 1)/2a,.
Assunta allora la ¥ (x,, x,) nella forma:

W (@1, @) = D, @p (X) COS Kty [101. 31]
m=10
che soddisfa alla condizione al contorno ¥(s) = 0 sui lati x; = =+ a,

anche ’equazione differenziale [100. 5] sara verificata purche sussista
per i coefficienti ¢, (x,) I’equazione:

8 (—1)m
() — k2 == —— 101. 32
gpm( 2) m@m(éb‘z) 1T 2m _I_ 1 ¢ [ ]
da cul integrando:
. 8 (—1)m
®,, (%) = a, cosh k, x, + B, sinh &k, x, | ZRE om 11 [101. 33]
Rimane soltanto da verificare la condizione al contorno sui lati
r, = 4 a,. Imponendo allora aila [101. 33} che sia ¢, (4 a,) = 0, ot-
teniamo:
° S sech k b 0 101. 34
= e— a — ‘
Ao Wk?n om + 1 m%2 9 m ’ I ]

per cul in definitiva la funzione di tensione per una sezione rettan-
golare e:

(— 1)™ (1 cosh & x, ) " 101. 35
— COS : :
cosh % _a, e L |
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Integrando due volte 1a [101. 30] nell’intervallo (— a,, - a,) risulta:

32a% « (—1)m
a? — x? = : cos k, @ 101. 36

m=1{

e quindi possiamo dare alla [101. 35] anche la forma:

[101. 37]
320, <« — 1)  cosh k, x
V(xy, %) = ai — x? =3 =1 n 2 cosk, .
75 oo (2m —+1)% coshk,a,
Le tensioni tangenziali sono allora:
16 a; px (— 1)™ cosh ko
Tqy = el Z ) 2 cos k, x;,
IT? =, (2m +- 1)° cosh £k, a,
. [101. 38]
[ 8051 — 1)™ cosh £k, @, *
= 2 X sin kx| .
fa2 #r | zz (2m + 1) cosh k,_a, e
Il valore massimo della tensione viene raggiunto per z, — 4+ a,,

T, = 0, cioe nel punti di mezzo dei lati maggiori del rettangolo. Poiché
la serie delle espressioni precedenti converge molto rapidamente, in
pratica e lecito considerarne solo il primo termine, con un errore non
superiore all’l19,; 1l suddetto valore massimo ¢ in tal caso:

3 a
Toax = 2,0, (1—-————Sech e ) .

101. 39
T° 2a, | ]

La rigidezza torsionale puo essere determinata nel modo solito cal-
colando la costante i, dalla [100. 10]:

oo

1647 192 a teh % a
Iy = zl “ (1 5 1 Z ;-g - 25) ’
T° A (Z2m -+ 1)

[101. 40]

m=0

ed anche ora possiamo ritenere solo il primo termine della serie con
un errore inferiore allo 0,59, tenendo presente la limitazione:

Q0 oo

tgh &, a, 1
)3 em 1y )3 ST 0,0046 . [101. 41]

m=10 m=10
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L’ingobbamento della sezione viene ottenuto calcolando lo sposta-
mento u;, essendo ormai note le sue derivate u;, = x, (¥ 5 -+ @),

Uy o = — % (Y1 + 2,). Eftettuati gli sviluppi risulta:
32a% « (—1)msinhk a® . -
Ug = 2,0 sinh k£« 101. 42
3 A ° gﬂ (2m + 1)% cosh k ,a, meL : ]

m

Convesso concavo

f T 1
L \j 1y ~ - )
, ’,
N L S " 4
Y -
DI N <

A
T,
A
\
\

T CONCAYO | CONnvesso®

¥ x

Fig. 102.

e, nel caso di sezione quadrata, le linee di livello sono indicate nella
fiz. 102, con tratto continuo e con tratto punteggiato rispettivamente
per le zone convesse e per quelle concave.

Nel caso di sezioni rettangolari molto allungate, per a, > a,, Pos-
sono essere impiegate delle formule approssimate dedotte dalle pre-
cedenti qualora si trascuri il termine contenente la serie, precisamente:

16a? a,

Ty, ~ 0, Tgg = UMy H, = 3 ; [101. 43]

cioé vi sono soltanto tensioni tangenziali parallele ai lati maggiori e
variabili linearmente lungo il lato minore.

102. Torsione di sezioni a connessione multipla.

In tutta la trattazione precedente abbiamo ammesso che il do-
minio piano costituito dalla sezione trasversale fosse semplicemente
connesso. Data 'importanza applicativa di sezioni cave o tubolari e
opportuno esaminare 1l problema della torsione anche quando detto
dominio sia a connessione multipla. Supponiamo in tal caso che il ci-
hndro sia limitato internamente da alecune superficie cilindriche con
generatricl parallele all’asse x;, iIn modo che la sezione trasversale
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presenti diverse cavita, come indicato in fig. 103, dove il senso di
percorso per 1 vari contormi C;, C,, ..., C,, € da assumersi positivo
se contrario a quello assunto per 1l contorno esterno C, della sezione.

Poiche 1 contorni interni sono, come quello esterno, liberi da forze
applicate, con un ragionamento analogo a quello seguito nella dedu-

zione della [78.17] troviamo che su ogni contorno (, deve sussistere
la condizione:

¥ig. 103.

0 1n alternativa, per la funzione coniugata v, (x,, &,):
pi(s) = 3 (w] + 23) + ¢ [102. 2]

Una sola costante di integrazione, ad esempio la ¢,, puo essere
fissata ad arbitrio mentre le altre devono essere determinate in modo
che la funzione ¢, (2, x,) sia definita monodroma nel dominio A4:

P

@ (T, £y) = f (@11 dr, + @, dx,) , (102, 3]
P,

essendo P, = (27, #5) un punto fissato e P = (2, x,) un punto gene-

rico, o anche, tenendo presenti le condizioni di monogeneita [79. 10]:

i

P

@y (L1, Xp) = [ (Wt 2 dx, — Y1 dx,) . [102. 4]
Jp.

Se la regione 4 ¢ semplicemente connessa, ’esistenza di una fun-
zione monodroma ¢, (¥;, ) espressa dall’integrale della [102. 4] ¢ as-
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sicurata purche sia verificata la condizione: v, 5 = — v, ;, cloe che la
funzione v, (%, ;) sia armonica in 4. Ma se la regione 4 ¢ a con-
nessione multipla, a tale condizione deve essere aggiunta la:

| (o — i d) = 0 [102. 5

su ogni contorno interno C; (+ =1, 2, ..., m), e quindi dalle m equa-
zioni [102. 5] & possibile determinare le m costanti c,.

In termini della funzione di tensione ¥ (x,, x,) 1l problema viene
formulato nel senso che devono essere soddisfatte le equazioni:

V¥ (,,2,) + 2 =0 1n 4,

[102. 6]
Le costanti ¢, restano cosi determinate dalle condizioni:
(Vo + @) doy + (V1 + xp) day] = 0, [102. 7]
Ci

o anche, introducendo 1 coseni direttori delle normali »n; ai contorni C,,
assunte positive se dirette verso l'interno:

fo(yj’lﬂl + ¥ ,m,) ds —|—f (Xyny -+ Xony) ds = 0. [102. 8]
. C;

Trasformando 1l secondo integrale con la formula di Gauss otte-
niamo infine le m condizioni:

ds = — 2 A4

= . [102. 9]

essendo A4, l'area racchiusa dal contorno generico C,.

I1 momento torcente M, risulta espresso ancora dalla [100. 9]:

M, — ux, f @), + (@), —2P]dA, 1102. 10

con riguardo al fatto che nel caso attuale ¥ non ¢ nulla sui contorni
interni O, ma vi assume il valore ¢; e che nella trasformazione di Gauss
1l senso di percorrenza positivo di U, & contrario a quello assunto posi-
tivo per (C,. Otteniamo dunque:

Mt-—_-—zmtf W dA —l—,uth(?iJ. (2, de, — x, da,),  [102. 11]
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e ricordando la trasformazione del secondo integrale dalla [100. 8]
alla [100. 9], anche:

Mt=2‘u%t( WdA—I—‘ Z‘CiAi)- [102. 12]

A 1= 1

Come esempio consideriamo il semplice caso di una sezione a forma
di corona circolare di raggio esterno a, ed interno a,. Assunta ancora
come funzione delle tensioni la [101. 3], cioé:

W (2, 0,) = } (a3 — 2t —a}), [102. 13]
vediamo che essa soddisfa alla condizione [100. 6] sul contorno esterno,
per r = a9, qualora scegliamo ¢, = 0, mentre sul contorno interno,
per # = a,, dove ¥ = ¢;, abbiamo ¢, = 1 (a} — a}).

11 momento torcente risulta allora dalla [102. 12] osservando che
ora A, = ma?:

M, — 2ux, f (a2 — 22 — 22) dA + ¢, A,| = ux,d,. [102.14]
LV 4 ]

Alcune importanti formule approssimate per sezioni tubolari di
spessore sottile seguono facilmente. Sia h lo spessore, C, il contorno
esterno e ()] il contorno interno. Dato che il tubo & sottile, si potra
ammettere che la ¥ vari linearmente lungo lo spessore. Allora, as-
sunte ¥ =0 su C,, Y =¢ su ¢;,, A = A,— A,, otteniamo:

f W (2, ) dA = % ¢, A . [102. 15]
A

La tensione tangenziale 7 — 7, in ogni punto della sezione tra-
sversale e:

; dv
v, = Vi + 1 = ux, V¥ + ¥ = ux, ——,  [102.16]

avendo tenuto presente la seconda delle [98. 11]. In base all’ipotesi di
una variazione lineare:

d¥ | Y, — ¥
N P Tt 1 . [102. 17]
dn h h
e quindi, approssimativamente v, = ux,c,/h.
Per determinare ¢, utilizziamo la [102. 9], cioé:
ds
o,

20 — Barpacal, 1.
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da cui ¢, =24, h/l,, essendo [, la lunghezza di C;. Il momento torcente
é dato dalla [102. 12]:

4w seih
L

M, — A, (L A+ A4), (102, 19]

o anche, poiché nel tubo sottile £ 4 < A,, anche:

4uxhA? 2 A
BREZ1 = 2B [102. 20]
Zl Z1

Mt:

Perveniamo dunque, combinando le due [102. 20], all’espressione:
M,=2Aht,, (102, 21]

ottenuta con un procedimento diverso da BRrRrDT 1.

Ad esempio, nel caso della corona ecircolare gia risolto rigorosa-
mente, la formula approssimata [102. 20], per h = a; — a;, 4, = 7a?,
fornisce un valore del momento torcente:

4 pny (@g— ay) n2a)

M, = = 2uxmal (ag— ay) , [102. 22]
2ma,

in confronto del valore [102. 14]:

W #yv
2

(a; — a?), [102. 23]

"‘Mt —

ottenuto ponendo, 1n luogo del momento polare di inerzia, la sua
espressione.

103. Torsione in fase plastica.

Quando la tensione tangenziale 7 = (74, T3) raggiunge un valore
limite 74, s1 produce snervamento nei punti del contorno della sezione
dove la 7 ha in ogni caso 1l suo valore massimo.

Con 'aumentare del momento torcente applicato le zone plastiche
si espandono dalla periferia verso il centro. Ammesso che anche nella
fase plastica le uniche componenti di tensione siano le 73 e 7., la
tensione tangenziale z s1 manterra uguale a 7y, in assenza di incru-
dimento.

In base ai criteri di plasticita [62. 1] e [62. 13] nella regione pla-
stica la funzione delle tensioni deve soddisfare all’equazione:

12 =15+ T = uleg (P + %) = k2 [105. 1]

1 R. BREDT, Zeils. Ver. deutsch. Ing., 40, 815 (1896).
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dove il parametro k vale rispettivamente o /Vé_ per 1l criterio di Tresca
e JS/VS— per il criterio di Mises, essendo og il limite di snervamento
In semplice trazione.

Nella regione elastica la tensione tangenziale r deve essere infe-
riore a k e continua nell’attraversare il contorno elasto-plastico. Ne
consegue che la pendenza della superficie z = ¥ (z,, 2,) risulta uguale
a k/ux nella regione plastica, inferiore a tale valore nella regione ela-

Z A

stica, continua attraverso la linea di separazione tra le due regioni. Tali
proprieta suggeriscono un’estensione dell’analogia della membrana !, e
precisamente nel pensare la parte di membrana corrispondente alla
zona plasticizzata come premuta contro una specie di tetto rigido di
pendenza costante costruito sul contorno della sezione come indicato
nella fig. 104. La distribuzione delle tensioni dipende quindi esclu-
sivamente, per un momento torcente M, assegnato, dalla forma del
contorno.

Le equazioni di Prandtl-Reuss si riducono nel caso presente alle:

2pey = Tgy + 2pATy ez = Ty + 2uATy, [103. 2]

1 A. NADAI, Zeils. angew. Math. Mech., 3, 442 (1923).
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dove il parametro 1 & funzione delle coordinate e del tempo. Se con-
sideriamo un punto P della sezione trasversale, finché esso si trova
nella regione elastica, le relazioni [100. 2] e [100. 14] mostrano che:

il SR ) [103. 3]

Quando la frontiera elasto-plastica raggiunge P, nell’ipotesi che
Pordine di grandezza della deformazione sia lo stesso della fase ela-

Fig. 105.

stica, 11 vettore tensione t agente sull’elemento in P rimane costante
in grandezza, cioé uguale a k, e in direzione, cioé¢ tangente alla curva
condotta per P parallelamente al contorno.

D1 conseguenza devono essere nulli gli incrementi di tensione o le

velocitd 7, Ty, per cui, eliminando 7 dalle 1103. 2] otteniamo:

‘5:31 B ’Eal _ 1103, 4]
€39 T30

A partire dallistante in cul vale in P tale relazione le compo-
nenti di tensione si mantengono costanti, per cui integrando si ottiene

ancora la [103. 3].
Dalle [100. 18] otteniamo le derivate dello spostamento assiale nella

forma:

T T
Uo | = %Xy | — Ug g = — MLy 4 — [103. 5]
3,1 “t L2 T u 3 3,2 e " y .

e quindil la [103. 3] puo anche essere scritta come:

. s [103. 6]
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Con riferimento alla fig. 105, essendo:

T4 = — ksin a, Tqo = k COS a, [103. 7]
la derivata dello spostamento wu, rispetto alla normale al contorno
diviene, per n, = cos a, %, = §in a:

du,
dn

Tenendo presente la [103. 6], abbiamo infine:

d U,
dn

dove d indica la distanza della normale dall’origine delle coordinate.

L’ingobbamento della sezione varia dunque con legge lineare lungo
la normale n. Poiche sulla frontiera elasto-plastica u#, ¢ noto dalla so-
luzione del problema elastico, esso pud essere determinato in tutta la
regione plastica.

a) Sezione circolare.

A titolo di esempio consideriamo una sezione circolare di raggio a:
la sezione rimane piana e le traiettorie delle tensioni tangenziali sono
circonferenze concentriche al contorno. Se p ¢ il raggio della circon-
ferenza che rappresenta la frontiera elasto-plastica per un momento
torcente assegnato, corrispondente ad una torsione ix;, = k/uo, la di-
stribuzione delle tensioni tangenziali é:

kr
T = per 0 < r< o, T=k per p < r < a. [103. 10]
0

I1 momento torcente vale:

a

M, — 27;]?41: dr = 2 nk (a® — 1 o%), (103, 11]
0

mentre My, = nka®/2 & il momento torcente che corrisponde all’inizio
dello snervamento (o= a). Il valore necessario per raggiungere la pla-
sticizzazione completa (¢ =0) & teoricamente M (=2xk3/3, cioe 4 M /3
tale situazione & evidentemente irrealizzabile perché vi sard sempre
un nucleo di materiale ancora elastico in prossimitad dell’origine per
quanto grande sia M,.
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Un valore del momento torcente M, compreso tra M, e M pro-
duce una plasticizzazione parziale della sezione: quando tale momento
venga rimosso, la deformazione non si annulla in quanto la zona pla-
sticizzata ne impedisce il ritorno completo alle condizioni iniziali. La,
tensione residua in un punto generico si ottiene sovrapponendo alla
distribuzione elasto-plastica dovuta a M, la distribuzione elastica do-
vuta a —M,, in quanto il ritorno da uno stato plastico avviene con
legge puramente elastica.

Fig. 106.

Ci0 e stato indicato in fig. 106, dove l’incipiente deformazione
‘plastica si verifica nei punti della frontiera elasto-plastica r — o. 1
diagramma di deformazione (7, v) corrispondente al Supposto compor-
tamento perfettamente plastico del materiale permette di individuare
la tensione limite di snervamento 7y sulla frontiera stessa. La tensione
tangenziale 7, sul contorno per un comportamento elastico del mate-
riale ha il valore: 7, = M,a/J,, con M, uguale al momento torcente
corrispondente alla plasticizzazione della zona compresa tra o e a. Le
tensioni residue risultano allora dal diagramma intrececiato.

b) Sezione ovale.

Nell’esempio precedente la forma della frontiera clasto-plastica era
nota a priori. Tale circostanza rese immediata la soluzione del pro-
blema, ma essa rappresenta ’eccezione in quanto si verifica solo per
il cerchio e la corona circolare.
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In altri casi 81 puo ricorrere ad un metodo inverso proposto da
SOKOLOVSKIJ 1, assumendo una frontiera elasto-plastica I’ assegnata e
determinando la forma appropriata del contorno.

Sia ¥ una soluzione dell’equazione differenziale [100. 5] per un
particolare valore della torsione x;, e s1 costruisca la curva [’ lungo
la quale deve essere verificata anche la [103. 1]. In un punto generico P
di /' il vettore tensione T puo essere determinato attraverso le [103. 1],
e la sua tralettoria per P e tangente a t. Poiche nella regione plastica
le tralettorie delle tensioni sono curve parallele, esse dovranno risul-
tare ortogonali alla normale »n in P alla traiettoria considerata. Nella
regione elastica le traiettorie sono le curve ¥ — cost.

Se 1nvece di assegnare una particolare ¥, facciamo dipendere tale
funzione da un certo numero di parametri a,, oltre dalla torsione x,, pos-
siamo ottenere una frontiera elasto-plastica I' ed una famigha Y¥(a,)
di1 linee di contorno della funzione delle tensioni entro [ e la sua
continuazione plastica fuori di /. Ognuna di tali curve ¥ = cost. puo
essere assunta come contorno ¢ della sezione. Se, eccezionalmente, lo
stesso contorno € appartiene a diverse famiglie di curve, 11 metodo
fornisce una serie di distribuzioni esatte delle tensioni elasto-plastiche
per il contorno C; in caso contrario si potranno ottenere soltanto delle
soluzioni approssimate.

Come esemplo consideriamo la funzione delle tensioni:

k x4 x>
P (@, @) = — 5— (al ;) | (103, 12)
Y 7y 1 2

dove £ e il valore limite di snervamento e a,, a, sono due parametri.
L’equazione differenziale [100. 5] sara verificata purche tali parametri
siano legati alla torsione x, mediante la:

ko a -+ a,

= : ' 1103, 13]
#o 0

Alla funzione ¥ cosl prescelta corrispondono le tensioni tangenziali:

ko ka
Tyy = Uy S-U,,Z — = ' Tgo — — U ¥y 97’1 _—— = y [103. 14]

o, 42

e la frontiera elasto-plastica I, dove 12 = k2, ¢ percio P'ellisse:

9
£ g

9
@ o

4

—1, [103. 15]

a

=t | b

1 V. V. SoxkorovskLy, Prikl. Mat. Meh., 6, 241 (1942).
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che 1in forma parametrica diviene:
X, = a; COS a, Xy = @y SIN A . 1103, 16]

11 vettore tensione T in un punto generico a dell’ellisse & dato dalle
componenti:

ksin a Tgo = K COS a 1103, 17]

T3y =—

§
bg al
ds
- *
X, dy
b,
.._!
}
- A
Y x.
Fig. 107.

per cui le normali in tale punto al vettore T hanno ’equazione:

Xy = X, 1€ a — (@, — @,) Sin a . 1103, 18]

Costruito allora un insieme di rette [103. 18] in ogni punto « del-
I’ellisse come indicato in fig. 107, i contorni C, corrispondenti a fron-
tiere elasto-plastiche I del tipo [103.15] ed aventi T per tangente,
possono essere ottenuti come traiettorie ortogonali di queste rette,
cio¢ In forma parametrica:

x, = ¢08 al[b;, + (b — b,) sin? a],

[103. 19]
Z, = 8in a [by — (b — b,) €082 a]
dove by, b, sono due opportune costanti tali che:
by — b, = L (a;, — a,) . [103. 20]

Per 2b > b, 1l contorno definito dalle [103. 19] & una curva ovale
chiusa di semiassi b, e b, e di poco diversa dall’ellisse. Specificato al-
lora il contorno della sezione nella forma [103. 19] da valori assegnati
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di b, e b,, quando la torsione x, ha il valore [103. 13], si ottengono
dalle:

|

a,— ay = 2 (b, — b,),  [103. 21]

?
a, a. k
e {JF
¢ m 0
“ 0.25
\‘ 0.50
"'h\ 075\\
\
\\ 1.00 zona elastica
\ e~ 1:29 ,
\ _
N 1.50 . I
R\ N1 75
WE&E.QS 5 00
A zona plastica
H""--..
Y
Fig. 108.

1 semiassy dell’ellisse [103. 15] che rappresenta la frontiera elasto-pla-
stica per detto contorno:

k ko \?
) == - by — by + ( )+(b1—b2)2,
2 U o 2

Ay — k I bg—"'bl_l" ( i 2—|—(b ____b)2
24”’%3 Qﬂ%t ! - -

Naturalmente la soluzione é valida se D’ellisse I giace interamente
entro l'ovale €. Dalla condizione a; < b,, con riguardo alla prima
[103. 22], s1 ottiene allora la seguente limitazione per la torsione:

k b,
poby (2by—ay)

[103. 22]

’y > [ 103. 23]

perche siano applicabili i precedenti risultati.

I’Ingobbamento della sezione risulta sostituendo il valore [103. 13]
della torsione », ed i valori [103. 14] delle tensioni 7y, 74, nelle espres-
sioni [103. 5]:

kx, a, —a krx, a4y — a
2 1 2 1 1 2
Ug 1 = — ’ Ug o — , [103 24]
’ 21 ay Ao ’ 2 u ty Ay
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da cui integrando:

Uy = — i M S [103. 2b]
o 2 1 aa, '

La determinazione dello spostamento wu, per un dato valore della
torsione 2, avviene attraverso 1 parametri a; e a, che collegano la
[103. 25] alle [103. 22]. I’ingobbamento della sezione e mostrato nella
fig. 108 per un quarto di sezione, data la simmetria: si hanno con-
cavita nel primo e nel terzo quadrante, convessita nel secondo e nel
quarto.

Un metodo abbastanza spedito per tracciare le linee di livello della
funzione u, (x,, z,) pud essere derivato dalla [103. 19] osservando che,
una volta individuata Dellisse corrispondente ad un certo valore della
torsione x,, il punto R della fig. 105 rimane tissato per ogni punto a
dell’ellisse.

10%. Torsione in presenza di spostamenti finiti.

Quando le componenti dello spostamento e della rotazione non
possano piu essere considerate infinitesime, 1’analisi dello stato di ten-
sione-deformazione in un cilindro sollecitato da un momento torcente
richiede di assumere due gistemi di riferimento, e precisamente una
terna di coordinate spaziali fissate allo spazio ed una terna di coor-
dinate materiali fissate alla particella materiale e supposte, ad esempio,
coincidenti con le prime nella configurazione iniziale indeformata.

Nelle ipotesi che la forma della sezione rimanga invariata nella sua
proiezione sul proprio piano e che la rotazione avvenga intorno ad un
punto O dell’asse x;, da una evidente generalizzazione delle [100. 17]

al caso di spostamenti finiti abbiamo, con riguardo alla fig. 109:

Y, = &, COS W — Xy 81N @
o
s

J

2, SIN W + @, COS w [104. 1]
e @y (01, %) + (1 - &) 5 .

|

La torsione #x, — dw/dr; sara considerata costante lungo 1’'asse x,
mentre la dilatazione lineare ¢, dell’asse del cilindro tiene conto del-
’accorciamento dovuto alla trasformazione delle generatrici m archi
di elica cilindrica. Tutte le sezioni si ingobbano percio nello stesso
modo per effetto dello spostamento:

2y (®y, Xp) = Ug — &y = Y3 — (1 4= &9) T3 . [104. 2]
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Le derivate delle coordinate spaziali y;, %,, ¥, rispetto alle coor-
dinate materiali ,, x,, x;, assunte come variabili indipendenti, sono:

Y11 = COS w, Yo 1 — 81 w Ys1 = %11
Y20 = — Sl o, Yo,0 = COS O, Ys,2 = %Pt 2 [104. 3]
Y1,3 =

e poiche le derivate rispetto a wx, risultano indipendenti da tale varia-
bile, ¢ verificata D’ipotesi di una distribuzione uniforme lungo I’asse

del cilindro dello stato di tensione-deformazione.

Le componenti di deformazione si ottengono dalla particolarizza-

zione al caso presente delle relazioni generali [3. 1

menti qualsiasi:

valide per sposta-

[104. 4]

en = 3 (€08 w 4 sin? o + # ¢f; — 1),

es = & (SID% @ | cos?w + x/ g, — 1),

ey = 3 (— 8in @ cos @ -+ sin w cos o -+ xj @, @;,) ,
e = 5 [— %Y COS © - 2,0, Sin 0 4 (1 + &) %P1
egp == 3 [#Y2 81N 0 + 2y, cos @ + (1 + &y) Pt,2]
iy = & 203 -+ %2yt + (1 + &) —1].

Indicando allora eon r la distanza del punto generico P dall’ori-
gine O, per cui r* = ] -+ a; = y? -+ y3, e tenendo presenti le relazioni
ottenute dalla risoluzione rispetto a x,, x, delle prime due [104. 1], cioé:

= 1, COS W + ¥, s1n w Xy = — Y, SN 0 + Yy CO8 w, [104. 5]



316 Problemi particolari di sollecitazione [Cap. [X]
le precedenti espressioni [104. 4] si semplificano nelle:

‘%”t‘}”tla €31 = %"t[1+30)‘¥9t1 L]
T ‘% "‘f ‘Pt 2 9 E39 ‘%‘ 2 [(1 4 &) Pt,2 + o], [104. 6]
%— ;2{-[280—!—80—1—%157'2]

2
r Pr19Pt,2 €33 =
Se ci limitiamo a deformazioni molto piccole, pur essendo permessi
spostamenti e rotazioni qualsiasi, sara lecito trascurare e, rispetto al-
'unith nelle espressioni per ey, &5, ed & rispetto a 2¢, nell’espressione
per &,. Le componenti della deformazione corrispondenti assumono la

forma semplificata:

9
% % B ! xt?‘z N
831"—"_“2 ((Pt,l—'mz)? €32 = —° ((Pt,z +-®1) y €33 = &g 5 [104. 7]
dd

dalle quali risulta come le espressioni di &5, &, coincidano con le
[100. 14] ottenute nell’ipotesi di spostamenti infinitesimi.

Le altre quattro componenti di deformazione, &,, o, €2y €33, POS-
sono essere riguardate come grandezze del secondo ordine rispetto
a & € &30, €d analoga osservazione vale per le componenti di tensione
corrispondenti. Naturalmente dovremmo riferircel alle tensioni 7, de-
finite dalle [33. 4] ed alle corrispondenti equazioni di equilibrio inde-
finite [33. 12] ed ai limiti [33. 13]. Rinviando all’analisi rigorosa svolta
in tal senso da VILLAGGIO 1, qui ¢i limiteremo a considerare le tensioni
ordinarie o,;, trascurando percio l'influenza dello stato di deforma-
zione sullo stato di tensione, secondo una chiara trattazione dovuta
a KAPPUS 4

Le conclusioni cui perverremo sono da riguardarsi soltanto come
approssimate: esse tuttavia permettono di porre in rilievo alcuni ele-
menti fondamentali che non risaltano dalla trattazione ordinaria del
problema della torsione secondo Saint-Venant.

A meno di termini non essenziali del secondo ordine le equazioni
di equilibrio si riducono alla:

Tg11 1 T2 = 0, 1104. 8]
o anche, introducendo la funzione ¢, (2, ,):

Vg, (1, x;) = P11 T Proe = 0. 1104, 9]

il

1 P, VILLAGGIO, Attt Accad. Ligure, 18 (1961).
1 TR. KArrus, Zeils. angew. Math., Mech., 19, 271, 344 (1939).
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All’equazione di Laplace [104. 9] viene associata la condizione ai
limiti che sul contorno della sezione la tensione tangenziale deve ri-
sultare tangente al contorno stesso, cioe:

A, __ T2 Pue + 2 [104. 10]

da, T3y Py 1 — Lg

In sostanza la determinazione della funzione armonica ¢, (x,, 2,) €
ancora ricondotta al problema di Neumann, gia ampiamente discusso.
Le relazioni 1vi ottenute nell’ipotesi di spostamenti infinitesimi valgono
dunque anche per spostamenti qualsiasi, purche le deformazioni siano
piccole, e le variabili indipendenti x,, x,, ; vengano intese come coor-
dinate fisse al corpo.

Consideriamo ora il caso che 1’asse di rotazione passi per un altro
punto O’ della sezione trasversale di coordinate x%, x5 rispetto a O,
1n modo che un sistema di assi x;, @, con l'origine in O’ sia definito
dalle:

] =, — I, Lo = XLy — X . [104. 11]
Otteniamo cosi nel nuovo riferimento, in luogo delle [104. 1], le:
Y, = &y COS 0 — &, 8in w
Yy = @1 81N o - x5 €08 w , [104. 12]
Y3 = %@y (@1, T9) + (1 + &) 23,
ed 1n luogo delle [104. 7], le:
2, 2y %y’

e31 = 7 (Pr,1—2) 5 352:?(@95,2+5Ui): £33 = &) 5 [104. 13]

Anche in questo caso la funzione ¢, deve risultare armonica e veri-
ficare una condizione al contorno formalmente identica alla [104. 10]:

Ity _ P2 T 7 [104. 14]

) !
dx, Vi1 — Lo

Allo scopo di esaminare l’influenza del centro di rotazione sullo
stato di tensione e di deformazione, osserviamo che la differenza ¢, — ¢,
tra le funzioni nel riferimento O’ (z7, x,) e nel riferimento O (x,, x,) deve

verificare P’equazione di Laplace [104. 9] e la seguente condizione al

contorno:
A 7, _ P2 T (1,0 — @r2) + Ty — ’ [104. 15]

dx Pt 1 (95’5,1 — Q1) — Ly mg

ottenuta dalla [104. 14] con riguardo alle [104. 11].
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Tenendo presente la [104. 10] s1 deduce l'equazione differenziale:
(¢ — @y) o ATy — (p; — @1) 1 ALy = 53? dr, + mg dx, [104. 16]

da cui, dovendo risultare costanti le derivate rispetto a x;, e x, della
differenza ¢, — ¢,, abbiamo integrando:

@, = @, — Xok; + XXy + €. [104. 17]

Cioe per una diversa posizione del centro di rotazione gli sposta-
menti secondo x; differiscono per un’espressione lineare 1n x; € &,.
Sostituendo nelle [104. 13] otteniamo le identita per 1 termini lineari:

€31 = &3 €33 = €39 5 [104. 13]

mentre per 1 termini quadratici in x, non sussiste un’analoga coinci-
denza. Qualora questi ultimi vengano trascurati, un cambiamento del
centro di rotazione non ha alcuna influenza sulla distribuzione delle
deformazioni e delle tensioni: qualsiasi fibra longitudinale parallela
a o, puo essere asse di rotazione e la sua posizione resta determinata
assegnando gli spostamenti secondo x; di tre punti qualsiasi, non alli-
neati, della sezione trasversale. |

I termini quadratici in x, possono avere significato quando la se-
zione abbia la forma di un rettangolo molto allungato. In tal caso
infatti dalla [101. 43] abbiamo che il valore massimo della dilatazione
angolare risulta max yg, >~ x;a,, essendo a, 1l semilato minore. La dila-
tazione lineare x:r'2 = (r'lay)? (»,a,)2 pud avere lo stesso ordine di
srandezza della dilatazione angolare massima e quindi non essere piu
trascurabili le tensioni secondo la direzione x,:

Gy = Hejs = H (e + & #;1r'2). [104. 19]

Naturalmente deve essere nulla la forza longitudinale risultante
delle o.5; percio dalla condizione:

| ohdA=F | (e + L #}r2dd =0, [104. 20]

riesce possibile la determinazione della costante ¢;:

, 1 J 1 ,
& = — & "3 Aﬂ = — 5 %:00° [104. 21}

avendo introdotto il raggio polare di inerzia p, rispetto al centro di
rotazione 0’.
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La forma assunta dalla componente di tensione [104. 19] ¢ dunque:
053 = L+ Hax] (r'2— p,?) 1104. 22]

e mostra che vi ¢ compressione per le fibre longitudinali vicine all’asse
di rotazione (r' < g,) e trazione per quelle lontane (»' > p,).

Le forze elementari longitudinali o.5 d A, agenti sulle singole fibre e
sghembe tra loro, ammettono nella sezione una componente o5, d A 3,7,
normale al raggio »’. Esse sono equivalenti nel loro complesso ad una
coppia tale che il momento torcente sara espresso dalla:

M, — f (Toytty — 7oy @) dA + f (0lang’) 1’ dA,  [104. 23]
A A
0 anche:

avendo introdotto la ordinaria rigidezza torsionale uK, e la r1g1-
dezza K K, definita dalla:

g

K_— J (r'e—py2)r'2dA . 1104, 25]
A

I’asse di torsione risulta determinato dalla conoscenza di o;, e
di K. Infatti, imponendo che le forze elementari longitudinali o3, d 4
non diano origine ad alcun momento flettente, si ha per una sezione
simmetrica rispetto all’asse w, :

J' ol wl dA — [ ohs (5 — 23) dA :f oLy dA [104. 26]
A A

L B A

poiche 1l centro di rotazione O’ giace sull’asse di simmetfria. Abbiamo
dunque, con riguardo alla [104. 22]:

i |

[ 2 —ophmad - f r'2m, dA [104. 27]
A

per Pannullarsi del momento statico rispetto all’asse baricentrico ;.
Posto allora, per »; = ay:

P2 — mlg e wrg . 93'% _I_ (mz____mg)z — _255'2'7;2 —]—- 332 p [104. 28]

possiamo calcolare dalla [104. 27] 'ordinata x5 del centro di rota-
zlone 0O':

1
Ty = [ r2x, d A . [104. 29]

2J1 ) 4
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Le considerazioni precedenti discendono dall’aver tenuto conto di1 un accorecia-
mento longitudinale del cilindro conseguente ad una dilatazione longitudinale ne-
gativa. Tale ipotesi & perd in contrasto con 1 risultati ottenuti da PoYNTING ! nel
corgso di esperienze su fili di acciaio e di rame sollecitati a torsione senza superare
il limite di elasticitd: in queste ricerche, condotte con estrema accuratezza, fu ri-
scontrato sempre un allungamento dei fih approssimativamente proporzionale al
quadrato della torsione.

Questo risultato & intimamente connesso con un fenomeno analogo, previsto
da KELVIN 2, secondo cul « it is possible that a shearing stress may produce in a truly
isotropic solid condensation or dilatation in proportion to the square of s value ». Tale
effetto condusse a definire la variazione di volume dovuta a tensionl tangenziali
con il termine dilatanza per distinguerla dall’ordinaria dilatazione.

Una spiegazione puod essere data ricorrendo alla generalizzazione delle relazioni
elastiche isotrope nella forma [35. 9] proposta da REINER. E possibile cosi intro-
durre, oltre alle due costanti elastiche A e u, una terza costante y,, definita mo-
dulo di elasticita trasversale, ed ottenere la legge ®:

615 = Ko 05 - 2p &5 + 4, En; Enj » [104. 30]

dove k, ¢ funzione dei tre invarianti della deformazione k,, H,, K;. La [104. 30],
per k, = AE, e u, = 0 si riduce alla forma classica di Cauchy-Lame [40. 5].

Nel caso di un cilindro a sezione circolare di raggio a soggetto ad un momento
torcente si ottiene la condizione:

a3

dey
U, = 2 (1 ) [104. 31]

e potra verificarsl percio:

a) una semplice torsione senza dilatazione longitudinale, per u, = 2u;

b) una torsione accompagnata da un allungamento del cilindro, per u, < 2u;

¢) una torsione accompagnata da un accorciamento del cilindro, per u, > 2pu.

I.inversione di tendenza nei riguardi della dilatazione longitudinale dipende

percid dal materiale attraverso il modulo g,. D’altra parte non esiste alcuna pos-
sibilita di prevedere le tre situazioni utilizzando solo le due costanti elastiche 4 e u:
poiché queste sono essenzialmente positive, anche una loro dipendenza dagli mva-
rianti della deformazione non riuscirebbe a fornire alternativa. In conclusione, anche
nel’ambito di deformazioni infinitesime le relazioni classiche [40. 5] non appaiono
sufficientemente generali per chiarire certi aspetti particolari riscontrati in deter-
minate esperienze.

105. Sollecitazione composta di forza normale e torsione.

Quando le caratteristiche della sollecitazione risultano una forza
normale N ed un momento torcente M,, lo stato di tensione rimane

1 J. H. POYNTING, Proc. Roy. Soc. London (A), 82, 546 (1909); 86, 534 (1912),

t W. ToomMsoN (KELVIN), P. G. Tarr, Treatise on Natural Philosophy, 1, 679, 2 ediz., Cam-
bridge (1883).

3 M. REINER, Rheology, in « Handbuch der Physik», 6, 507-512 (1958).



[§ 105] Sollecitazione composta di forza normale e torsione 321

caratterizzato da una tensione normale ¢ = o4, € da due tensioni tan-
genziali 75, 75 espresse rispettivamente dalle [88.1] e [100. 7], cioé:

N
G = —"" Typ = Moty ¥, Tgo = — oy 'y . 1105. 1]

A
La rappresentazione piana di Mohr non differisce da quella indicata
nella fig. 88 del § 98, pur di considerare le componenti di tensione

espresse dalle [105. 1]. Valgono percio espressioni analoghe alle [98. 1]

per le tensioni principali ed alle [98. 2] per le tensioni tangenziali
estreme.

La condizione di plasticita ¢ ancora della forma [99. 3]:
0% + a® (73, + 73) < 05, [105. 2]

dove « = 2 qualora si adotti il criterio di Tresca e « = J/3 nel caso

del criterio di Mises. La verifica di sicurezza in senso ristretto richiede
al solito:

0;0 = Vo + a® (2% + 12,) < Oq [105. 3]-

In ogni punto della sezione.

Ad esempio, per una sezione circolare di raggio a, poiche la ten-
sione tangenziale risultante v = (3, 73,) el punto generico a distanza r
dal centro O ¢& data semplicemente dalla: = = M,r»/J,, come risulta

dalle [101. 5] e [101. 7], la situazione piu sfavorevole si verifica sul
contorno, dove la tensione ideale, per r = a, diviene:

1 , 2‘12M§
0iqg = —75 1/ &¥* . [105. 4]
aa

a2

La sollecitazione composta di forza normale e torsione dipende da
due parametri, o e 7 in termini di tensione, N e M in termini di carat-
teristiche di sollecitazione, ed appare il tipo piu semplice di sollecita-
zione nel quale ¢ possibile indagare 1’influenza della storia della defor-
mazione sul comportamento elasto-plastico del materiale in funzione
del rapporto tra detti parametri. E di un certo interesse ricordare che
le prime ricerche sperimentali in proposito furono suggerite da REUsS ¥
allo scopo di verificare la validita delle relazioni elasto-plastiche [64. 2]
assoclate al suo nome. In tali esperienze si doveva sollecitare a tor-
sione un cilindro circolare cavo sino a raggiungere lo snervamento e
quindi applicare una forza normale di trazione crescente mantenendo

' A, REUSS, Zeils. angew. Math. Mech., 10, 266, § 4, pp. 270-271 (1930).

21 — BaLpAcci, 1.
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in questa seconda fase 11 momento torcente costante. La parete del
cilindro doveva essere dl spessore sufficientemente piccolo, in modo
da poter ammettere una distribuzione uniforme della tensione, mentre
1l materiale doveva presentare una tensione di snervamento netta-
mente individuabile, con incrudimento trascurabile rispetto ai moduli
elastici.

Nel caso particolare in esame le uniche componenti del deviatore
di tensione risultano:

— - _ 2 - L -
833 T 0-33__ 0 = k) o 9 831 — 731 ’ 332 — T32 . [100. 5]

Indicando allora con ¢ la dilatazione lineare longitudinale e con y
la dilatazione angolare, le equazioni [62. 4] di Prandtl-Reugs riferite
alla tensione tangenziale risultante t divengono:

é—&';t's-—&lzia " "—-%fzfnwo [105. 6
= 3= p T g ’ 'J’—Ml — V3 . 6]

In quanto non si ha incremento della dilatazione angolare dovendo
rimanere costante 11 momento torcente.

L’eliminazione del parametro ] tra le [105. 6] conduce all’equazione
differenziale:

ot 6
3r  RE'

g = [105. 7]
~dove la componente di tensione 7 ¢ ottenuta dalla condizione di pla-
sticith [105.2] e la sua velocith 7 per derivazione dello stesso cri-
terio, cioe:

2272 = g5 — o2, ATT = — 00 . [105. 8]

Sostituendo tali espressioni nella [105. 7] abbiamo:

._(1 o2 _]_1 : 105. 9
° T 3u og— o2 E)U’ [105. 9]

ed introdotto il rapporto di contrazione trasversale » dalla nota rela-
zione: K =2u (1 4+ v), anche:

R
l

20% 1—-—2v) : 1105, 10
o — 1 o. 0. 10]

6;1,;::(
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L’integrazione rispetto a ¢ fornisce la dilatazione lineare nella

forma:
Cg + O 1 — 2

bue = oo ln | o 100. 11
“ S Cq— G | 1 -+ [ ]

e mostra come al crescere di ¢ la tensione normale ¢ aumenti dal
valore iniziale zero avvicinandosi asintoticamente a oy con tale ra-
pidita da superare il 999, di oy mentre ¢ ¢ soltanto tre volte il va-
lore &5 = o¢/E. Contemporaneamente la tensione tangenziale v dimi-
nuisce dal valore iniziale 7, = o /o, quando ¢ = 0, al valore zero,
quando o = og. A causa di questo aumento cosi rapido della ten-
sione o, lo stato di tensione si riduce ad una semplice trazione: la

deformazione torsionale ¢ in tal modo resa permanente.

L.e esperienze relative furono effettivamente condotte su acciaio dolee pre-defor-
mato da HoHENEMSER ! con risultati in buon accordo con le previsioni della teoria
gopra esposta, qualora si1 tenga nel debito conto l'influenza di vari elementi secon-
dari non considerati dalla teoria, quali 1 cieli di isteresi e lo snervamento meno
marcato di quello supposto.

Conclusioni completamente diverse si traggono sottoponendo un
tubo cilindrico in parete sottile a trazione sino a raggiungere lo sner-
vamento e successivamente a torsione. Dovendo rimanere costante la
forza normale, non si ha in questo caso alcun incremento di dilata-

zione lineare durante 'applicazione del momento torcente, per cui le
equazionl di Prandtl-Reuss sono ora:

: o 2 . T -

dalle quali eliminando al solito il parametro A

L
g = Al [105. 13]
7 Ko

Tenendo presenti le [105. 8] possiamo eliminare ¢ ¢ ¢ nella [105. 13]
In modo da ottenere:
3 a2 1-

s | ! ' 105. 14
7 _E(U:‘é—azfz) i ‘u_‘r’ [ ]

' K. HOHENEMSER, Proc. 3rd. Inl. Congress Appl. Mech,, 2 (1930);: Zeits. angew. Math. Mech.,
11, 15 (1931).
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o anche, introdotto il rapporto »:

2o 22
oG — a7 3

Ey o 1 —2
L= (2 Sk (105. 15]

3 =

otteniamo per integrazione rispetto a ¢ la dilatazione angolare nella
forma:
30 0y + at 1 — 2y

y = In — -
2au (1 -+ v) Oy — AT 2u (1 4 »)

T . [105. 16}

Il risultato ottenuto appare confermato sperimentalmente in prove su tubi di
acclalo ¢ di alluminio . In particolare, nel tubo sollecitato a torsione dopo essere
stato sottoposto ad una forza normale di trazione capace di provocare una dila-
tazione longitudinale permanente, la rigidezza torsionale risulto esattamente uguale
a wu, come appare dalla [105. 14] per v = 0, cioe nella fase iniziale di applicazione
del momento torcente al tubo plasticizzato per trazione.

106. Sollecitazione eomposta di ilessione e torsione.

Quando le caratteristiche di sollecitazione sono un momento flet-
tente M, ed un momento torcente M,, lo stato di tensione e carat-
terizzato da una tensione normale ¢ = o053 € da due componenti tan-
genziall 7, 75, espresse rigpettivamente dalle [91. 1] e [100. 7], cioe:

My

0 = 7 Ty = pg g, Tgo = — Mg 41 [106. 1]

La rappresentazione piana di Mohr non differisce da quella indi-
cata nella fig. 88 del § 98, pur di attribuire naturalmente alle com-
ponenti di tensione 1 valori [106. 1]. Valgono percio espressionit ana-
loghe alla [98. 1] per le tensioni principall ed alla [98. 2] per le tensioni
tangenziall estreme.

11 criterio di plasticita € ancora della forma [99. 3]:

S (0;;) = 0 + (T3, 4+ 15,) < 02, 1106. 2]

dove 11 parametro vale o = 2 nel caso di Tresca e a = /3 in quello
di Mises. La verifica di sicurezza in senso stretto richiede, al solito,
che sia verificata la [99. 4], cioe 0,4, < o¢/m, In tutti 1 punti della se-
zione trasversale generica.

L J. Li. M. MoORRISON, W. M. SHEPHERD, Proc. Inst. Mech. Eng. (1950).



[§ 106] Sollecitazione composta di flessione e torsione 325

Nel caso particolarmente interessante di un cilindro con sezione
circolare di raggio a la tensione normale dovuta al momento flettente
raggiunge 1l max in corrispondenza delle fibre estreme, per » = a:

M,a  4M,

Omax =~ = " (106. 3]

mentre la tensione tangenziale dovuta al momento torcente raggiunge
pure un max sul contorno, per r = a:

M,a 2M,

T — = : 106. 4
max JO ﬂ:ag [ ]

La sicurezza in senso stretto sara dunque garantita purcheé:

4 M, \° 2 M\ 4 a? o
— 2 2 2 ___§__
i “—l/( 7T as ) T ( a3 ) - mad 1/M'f 4 My < m 106. 5]

da cui si deduce che adottando 1l criterio di Tresca, a = 2, il momento
torcente M, ha la stessa influenza del momento flettente M, nel rag-
giungimento della situazione limite.

In alcune applicazioni tecniche, come, ad esempio, nel proporzionamento degli
alberi rotanti delle macchine, ¢ fatto ancora uso del vecchio criterio della dilata-
zione max-min, accennato nel § 62 ¢) e di cu1 alle [62. 16]. Con riguardo alle rela-

zioni [40. 8] scritte per 1 valorl principali estremi ¢, &, delle dilatazioni e o}, o,
delle tensioni, abbiamo:

A+ u _ A
TGt 2e [T 2@ e
5 [106. 6]
A - A
Erir = - U111 O
p(3A+ 2u) | 2 (A 4 p)

o anche, introducendo il modulo di elasticita normale F, definito dalla [40. 10], e
1l rapporto di Poisson », definito dalla [40. 13]:

Introdottl infine 1 valor1 [98. 1] delle tensioni principali, dovranno essere veri-
ficate le limitazioni:

ﬂ',gd 1 —v» 1 - ¥ Ufg
== o o2 412 106. 8
U{E}} 2 T 2 V T o { oy [ ]

dove ¢, v hanno le espressioni [106. 1]. Spesso i1l criterio viene impiegato attri-

buendo al rapporto di Poisson il valore » = 0,3, accertato sperimentalmente per
un acclaio; abbiamo in tal caso:

a!
if} = 0,35 0 - 0,65 [/ o2 + 417° [106. 9]

Oid



326 Problemi particolari di sollecitazione [Cap. IX]

0 anche in termini di caratteristiche secondo le 1106. 17:

07 4 4 _
= 0,35 0 5~ 0,65 |/ 2 M2 106, 10
Jfgz} 7T 8 ( - V / T t) [ ]

Appare di un certo interesse un confronto tra la [106. 5], per i due valori ¢ — 2
e a =)/3, e la [106. 10].

Agfdffgf
2,2
1.8
14-
‘ beMf
1,0 * - -
0 0,4 0,8 1,2 1,6 2,0

Fig. 110.

(10 risulta dal diagramma della fig. 110 dove in funzione del rapporto M,/ M
e stata tracciata la 0;a/0r, ciod la tensione ideale riferita alla tensione
dovuta al solo momento flettente.

0 — Opmax

Volendo invece una verifica di sicurezza fondata sul collasso pla-
stico della sezione dovremo determinare 1a curva di interazione tra
M; e M, i cul punti sono appunto caratterizzati dalla semplice infi-
nita di valori del momento flettente e del momento torcente ai quali
corrisponde la plasticizzazione completa della sezione. I’impostazione
di tale problema conduce ad una certs equazione differenziale non
lineare, della quale non & nota la soluzione. Appare dunque oppor-
tuno impiegare i teoremi dell’analisi limite per costruire limitazioni
inferiori e superiori della curva di interazione eftettiva.

Riferiamoci per semplicita al caso d’un momento flettente M, = M,
agente secondo un asse principale d’inerzia della sezione 7 = x,, in
modo da essere in presenza di flessione retts.
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Consideriamo una distribuzione cinematicamente ammissibile di ve-
locita di deformazione, e precisamente:

£ =ully, Eny=—T,,  lp=-——W,, [106. 11]

come risulta dalle [91. 6] e [100. 7].
Dalle relazioni [66. 13] valide per uno stato perfettamente plastico,
dove la funzione di snervamento S(o;;) ha la forma [106. 2]:

§ =200, &y = 20%ATyy,  £m — 2a2AT,,  [106.12]

s1 ottengono le tensioni associate alle velocita di deformazione [106. 11]:

;{3’}2 Q'Et ':p o ?‘Et !p 1
g — . 9 T31 — ’. 3 732 — ’. [106- 13]
22 4 a2 A 4a?A

Sostituendo nella condizione di plasticita [106. 2] pud essere rica-
vato 11 parametro A:

9
"y

. 1 -
=5 ]/xﬂwg - (P YY), [106. 14]

o piu semplicemente, introducendo la posizione A = x,/2ax, anche:

= Valt A (W2, + P2, [106. 15]

20

Le caratteristiche della sollecitazione M; e M,:

(4 ]

M, = f o, dA M, | (@7 — p7y) A4 [106. 16]

A A

assumono quindi la forma:

Mf L Og 933 dA
Mys Mypg V4 Vol 4+ A (PE + P2)
1106, 17]
M, o Aoy (g W —wy W ,)dA
Mg aMg J 4 Va2 + 4 (V7 + P7%) |

avendo indicato con M, e M, 1 momenti limiti in semplice flessione
ed 1n semplice torsione.

Consideriamo una distribuzione staticamente ammissibile di tensioni
normale o e tangenziali 74, 73, tali che la tensione normale sia una
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frazione di og, Ci0¢ ¢ = pog (con p < 1) ed il modulo della tensione
tangenziale risultante sia una frazione di og, cioé 7 = qog/a (con g < 1).

In termini di caratteristiche della sollecitazione, avremo:

1.2 — a2, — 1
s
Il UL
1.0 e — 01:-‘\"\‘
..‘_::*\,
L, . ‘\4
0g Limite |infer|4lz:are .\h
[ 1 k- \h‘
ao )
0.6 -;rl o el \\
dg \\
0.4 dd " ‘L\
I \
Y x, \
0.2 ‘\

0 02 0.4 06 0.8 1.0

Fig. 111.

Poiche il eriterio di snervamento non deve essere violato in nessun

punto, la migliore approssimazione al limite inferiore si otterra po-
nendo nella {106. 2] 11 segno di1 uguale:

n? 4 ¢ =1, 1106, 19]

cioe quando, in termini di caratteristiche, tale limite ¢ la circonferenza:

( My )2+ ( My )2 1 [106. 20]
M, M, ' ‘

Le [106. 17] descrivono in funzione del parametro 4 il limite su-
periore e le [106. 20] 1l limite inferiore della curva di interazione ef-
fettiva.

Poiché interessa in sostanza una soluzione approssimata, il limite
superiore della curva di interazione puo essere determinato con appros-
simazione sufficiente assumendo la funzione di tensione non necessaria-

mente uguale all’espressione rigorosa, che verifica il problema al con-
torno per la sezione considerata.
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Ad esempio, nel caso di una sezione rettangolare di lati Ay, Ao,
scelta la:

Y (@, #,) = ¢ (2? + x2) [106. 21]

s1 possono caleolare gli integrali [106. 17] e tracciare la curva stessa.

Tralasciando 1o sviluppo dei calcoli 1, nella fig. 111 sono stati r1por-
tati 1 limiti superiori [106. 17] delia curva di interazione per diversi
valori del rapporto a,/a, ed il limite inferiore [106. 20].

107. Soluzioni mediante procedimenti variazionali.

Lo stato di tensione-deformazione dipendente dalla risoluzione del
problema al contorno nella forma [78. 14] o nella forma alternativa
[79. 9] puo essere determinato attraverso I'impiego dei cosiddetti me-
todil diretti del calcolo delle variazioni. Gli aspetti variazionali del
problema per un generico solido elastico furono discussi nel S 36,
mentre 1 principi di estremo vennero dimostrati nel § 39 nel caso di
spostamenti infinitesimi e legame lineare tra le componenti di tensione
e le componenti di deformazione.

Lie congsiderazioni generali esposte, ed in particolare i fondamenti
del metodo di calcolo basato sulla [39. 10], saranno ora applicate ad
un caso speciale, la sollecitazione di torsione, allo scopo di chiarire la
tecnica e la portata dei procedimenti variazionali. 1’aspetto partico-
larmente semplice della condizione al contorno in tale problema per-
mette un’esposizione efficace da un punto di vista metodologico.

La costruzione effettiva del funzionale J &7, u ], espresso dalla
[59. 1] In termini delle funzioni congruenti e, u, e del funzionale
{4 [o',??-, f,??-], espresso dalla [39. 2] in termini delle funzioni equilibrate
0',??-, fg,}-, s1 ottiene partendo dall’espressione del potenziale totale, nei
suol due termini fondamentali: ’energia potenziale elastica ed il la-
voro delle forze esterne.

Per quanto riguarda la prima, si ha per ’intero volume del cilindro
di Saint-Venant sollecitato da un momento torcente:

1 z
U == [ 2Ty 1 + 27y 6) AV = — f (72, - 22)dA, [107.1]

YV <l Y 4

0 anche, in termini della funzione di tensione ¥ (ry, ;) In base
alle [100. 7]:

o e
0

| (w2 ) aa. [107. 2]

| B 1
ry
-l

' F. A, GaypoxN, . Nurrarn, J. Mech. Phys. Solids, 8, 17-26 (1957).



330 Problem1 particolari di sollecitazionc [Cap. 1X]

Per quanto riguarda invece il lavoro esterno, esso comprendera sol-
tanto le forze superficiali f,, f, applicate alle basi del cilindro, essendo
searica per 1potesi la sua superficie laterale. D’altra parte, in corri-
spondenza delle basi queste forze superficiali risultano incognite perché
uguali proprio alle tensioni che vogliamo determinare, cioe:

Ty = + f1 5 Tge = + f3, | 107, 3]

dove il segno negativo vale per la base A4, (x; = 0), ed il segno posi-
tivo vale per la base A, (x; = 1).

Sulle basi sono pero noti, a meno della torsione costante sz, gli
spostamenti relativi nel piano (x, a,):

Auy = u (l) — uy(0) Aug = uy(l) — 1,(0) 1107. 4]

tra un elemento superficiale della base A, ed il corrispondente ele-
mento superficiale della base A4,, situati sulla medesima parallela al-
I’asse 5.
Con riguardo alle prime due [100. 17] detti spostamenti hanno le
espressioni:
Auy, = — »,lx, , Ay = »,lax, [107. 5]

dove la sopralineatura indica un wvalore preseritto.
1l lavoro compiuto dalle forze superficiali f,, f, sulle basi, dove sono
assegnati gli spostamenti, ¢ quindi:

Irl

L, = J (fldgl + 1o 4 E2) dd = xtlf (B1T30 — %p75,) d A | 107. 6]
Ay, Ay
o anche ricordando la definizione [100. 9] del momento torcente M,:

L, = M, = 2ulx? | W (2, a)dA . [107. 7]
v A
Possiamo ora costruire il funzionale J [ #*] definito in una classe
di funzioni ¥* (x,, x,) che verificano l’equazione di congruenza nei
punti internit di A4:
V¥ (x,, x,) +2 =0, [107. 81

ma non necessariamente la condizione di equilibrio ai limiti sul con-
torno ¢ di1 A:

W(s) = 0. [107. 9]

Il necessario osservare che la condizione differenziale per 1’equi-
ibrio in A ¢é implicitamente verificata poiche contenuta nella [107. 8]:
ove s1 ricordl la deduzione di tale equazione appare infatti chiaro
che essa rappresenta sia la congruenza sia 1’equilibrio in A.
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I funzionale J[¥*] comprenderh cosi esclusivamente un ter-
mine del tipo [107. 2] in quanto, come abbiamo gla avvertito, il ter-
mine relativo al lavoro L, compiuto dalle forze esterne sulla por-
zione A, della frontiera dove esse sono prescritte & nullo, perche tali

forze sono prescritte, con valore nullo, sulla superficie laterale.
Otteniamo cosi:

[ 17%] = > (P77 + P dA [107. 10]
| A

e per questo tunzionale sussiste 1’equazione variazionale:

3T = pluf | (PR SWH 4 WESWR)AA =0,  [107.11]

A

o0 anche trasformando con Ia formula di Gauss:

- a4
3J = plt || s
v C

)ds-_-f WES (VE*)dA| — 0. [107.12]
v dn O _

Nella classe delle funzioni ammissibili ¥* per il problema varia-
zionale [107. 12] deve essere verificata 1’equazione di congruenza [107. 8]
e quindi deve risultare identicamente § (V ¥*) — 0, per cul la condi-
zione naturale del problema risulta semplicemente la:

f ?’*S(dsp*)dSZO. 107. 13]
o dn

Ne discende che per una variazione arbitraria della tensione St* —
= px0 (d¥*/dn) sul contorno, come appare dalla seconda [100. 11],
deve essere Y¥*(s) = 0 sul contorno stesso, e quindi soddisfatta 1la
condizione di equilibrio [107. 9].

In modo analogo si costruisce il funzionale reciproco K[ ¥ defi-
nito nella classe delle funzioni ¥ (x,, 2,) che verificano la condizione
di equilibrio [107. 9], ma non necessariamente la cquazione di con-
gruenza | 107. 8]. Tale funzionale dovrd comprendere due termini: il la-
voro di deformazione complementare U, espresso ancora dalla 1107, 2],
ed 1l lavoro L, compiuto dalle forze superficiali sulla porzione di fron-
tiera, dove sono assegnati gli spostamenti, cio¢ sulle basi, espresso
dalla [107. 77:

2
plry

K[Po] —

)

f (P02 4 P02y g4 - 2;,55%;3] o a4 . [107.14]
A A
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La condizione di stazionarieta per I((¥?) conduce all’equazione
variazionale:

S = — plw} | (WO, 890 + WO 3V, —23W0) a4 =0,  [107.15]

A

0 anche, raccoghendo 1n modo opportuno e trastormando con la for-
mula di Gauss:

d&UO
dn

SWOds| — 0. [107.16]

SK = pulx f (Vo | 2) B!P"dA-—-f
i C

-

Poiche le funzionl ammissibili ¥°9 verificano la condizione di equi-
librio al contorno [107. 9], cioe W% (s) = 0, l'equazione variazionale
[107. 16] s1 riduce in definitiva alla:

f (VWO |- 2) WO dA — 0, [107. 177
A
che rappresenta evidentemente una condizione piu debole della [107. 8],
cio¢c della necessita per la soluzione effettiva di verificare anche tale
equazione di congruenza.

L.e condizioni di stazionarieta [107.13] e [107. 17] rispettivamente

per 1 due funzionali J [¥*] e K [¥?] corrispondono ad estremi effet-
tivi. Infatti la ditferenza:

[ 2= ‘ 9
M g w4 04w dd (107, 18)

=~ 1
i
e

J — K =

puo essere posta nella forma equivalente:

3=
J— I = LU [ — W) £ W — WO dA + 107 19]
A

¢)
sl

+ ﬂzx}‘f (P PO, | RO, 20y g4

A

Osservando allora che il secondo integrale puo essere trasiormato in:

d ¥+ _

J o ds—f wo (VW | 2) dA [107. 20]
O adn y

esso risulta evidentemente nullo per la scelta delle funzioni ammis-

sibili ¥W* e WO dei due problemi variazionali nelle classi di funzioni

che verificano rispettivamente ’equazione differenziale V¥W* . 2 = 0
in A, e ¥% =0 su (.
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La differenza tra 1 due funzionali si riduce cosi al primo integrale
della [107. 19], cio¢:

[ 52
J—K — ‘“2""5 f [(PH — WO 4 (W — w04, [107. 21]
A

ed ¢ percio una quantita essenzialmente non negativa.

Dalla condizione J [¥W*] > K [¥?] e dall’unicita della soluzione per
11 problema al contorno [107.9] discende Desistenza di un estremo
contemporaneamente per 1 due problemi variazionali:

min J [ ¥*] = max K [V?]. 1107, 22]

I due funzionali devono allora coincidere quando calcolati in cor-
rispondenza della soluzione effettiva, che soddisfa ad un tempo alla
condizione al contorno ¥(s) = 0, cio¢ per ¥* = ¥, ed all’equazione
differenziale V¥ 4 2 = 0, cio¢ per ¥ = V.

[ T d¥ 1 )
J=""t 1 w2l g | wvwad| = uix?| waa,
2 adn t
- v C A - s |
2 (107, 23]
plax;

K =

| 7z | ~
f'_p ds—f (VW 4 4)dA :WfJ W AA .
Jo dn P _

by )

2

11 valore comune dei funzionali risulta proporzionale alla rigidezza
torsionale [100. 10], per cui le maggiorazioni:

J[WH] > umff WA - K[WO] [107. 24]
A

offrono la possibilita di ottenere approssimazioni per eccesso e per
difetto della rigidezza torsionale stessa.

a) Problema variazionale diretto.

Nel caso del problema variazionale per il funzionale J [ ¥*] un si-
stema completo di funzioni ammissibili che verificano 1’equazione dif-
ferenziale [107. 8], cioe la V¥* + 2 =— 0, sara rappresentatc dalla
classe delle funzioni armoniche ¥ (2, @), soluzioni della stessa equa-
zione resa omogenea, VyF = 0, e dall’integrale particolare ¥ (x] 4 @3)
dell’equazione completa.

Consideriamo allora, in luogo della ¥* (x,, x,), la successione par-
ziale:

P = Z i (T, Tp) — % (2] + 23) [107. 25]
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dove le costanti ¢, sono arbitrarie. Tale successione ¥* verifica ovvia-
mente Pequazione differenziale, e dipende unicamente dalle costanti Cp. s
essendo ormai specificate le p¥. La sua variazione prima risulta:

o Y*

o, = acin 0¢; = i (11, &) [107. 26]

(;

ed il problema variazionale [104. 13] per il funzionale J[¥*] viene
sostituito con un problema di estremo ordinario per la funzione J m (Ci)
delle m variabili ¢;, calcolata in corrispondenza della soluzione ap-
prossimata ¥*:

1 dy¥
1 dn

o] -
m 2 2
- f Y v — L (@ 4 ad) ds = 0.  [107.27]
k=1
Fale sistema lineare, di m equazioni nelle m incognite ¢, serve a de-
terminare le costanti, ed ammette un’unica soluzione purché le fun-
zionl p siano linearmente indipendenti e la funzione 1 (x? + z2) sia

)
diversa da zero sul contorno C.
Infatti, posto:

dyF 1 dy*
= | wEr g .:—J' 2 o) TP ds [107. 28
A ke J.OT/)L dn, S ﬁfz, 2 C( 1 _l_ .CL‘H) d’)”b ’ [ ]
11 sistema [104. 27] assume la forma compatta:
m
Y oogpe, =8  (i=1, 2, .., m) [107. 29]
k=1

dove, per la formula di reciprocita di Green [42. 3] risulta a;, = a,.
Esso avra una soluzione unica purché Det a,; # 0. Supponiamo invece che il

determinante del sistema [107. 29] sia uguale a zero, e quindi che il sistema omo-
geneo, per f; = 0:

m
2 ey =0 [107. 30]
k=1
ammetta soluzioni non tutte identicamente nulle.
Consideriamo allora la successione parziale:

— m

Y, =, Cp Vi [107. 31]
k=1

ed escludiamo 1l caso @m = cost., corrispondente alla soluzione identicamente nulla
¢ = 0. Sostituendo la [107. 31] nella [107. 30] otteniamo:

— dy;
f IZ8 ds = 0. [107. 32]
% dﬂ,
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Moltiplicando ciascuna equazione [107. 32] per ¢; e sommando da 1 a m, ab-
biamo anche, dalla posizione [107. 31]:

——l

— 4y,
f V. ds = 0. [107. 33]
O dn

Ma la funzione P!ffm ¢ armonica, e quindi dalla formula di reciprocitd di Green
[42. 3] discende:

— 4, — _
f W ds = | (P2, 4+ W2 ) dA, [107. 34]
0 dn A 2 2

dove 1l secondo membro, quantitd essenzialmente non negativa, potra annullarsi

solo per Eljm = cost., caso che fu escluso esplicitamente. 1 ipotesi: Det a,;, = 0 &
manifestamente falsa ed il sistema [107. 28] possiede percid un’unica soluzione.

A titolo di esempio illustriamo la tecnica del procedimento nel
caso di una sezione quadrata di semilato a.

Poiche la regione considerata ¢ semplicemente connessa, un sistema
completo di funzioni ammissibili »} puo essere ottenuto come parte
reale e coefficiente dell’immaginario d’un polinomio armonico (x, +ix,)™.
Arrestandosi a polinomi del quarto grado, due funzioni che soddisfano

alle richieste condizioni di simmetria, per m = 0 e m = 4, sono ri-
spettivamente:

da cui la successione parziale [104. 25] risulta:

P = 0y + 6 (0t — 6230l £ od) —} (03 £ ad).  [107.36]

Le costanti ¢,, ¢, vengono determinate dalle equazioni [107. 27],

di cut la prima ¢ identicamente soddisfatta per vy =1, mentre la
seconda equazione é:

dy3

ds = 0, [107. 37]
an

_ 2 .
f Co 02"!’34—'%“(931 + )
C.. _

dove le derivate rispetto alla normale n valgono:

()
dn T =4a

(4a® — 12ax5), per n

|

I
3

[107. 38]

(4a® — 12ax7), per n

r—
el

—
Sl
.
SN
N
8
I
N
I
I
il
|
|
3
|
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Un’altra equazione significativa, che sostituisca 1’equazione per

m = 0, puo essere ottenuta richiedendo, ad esempio, che l’errore medio
si annulli per ;, = + a, ¥, = - a, cloe:

[107. 39]
| wgas = | [e) + e (@ —60lad + of) — § (@} + @]l ds = 0,
C C

ed integrando lungo 1l contorno:

15¢y — 12a%¢, — 10a? = 0 . [107. 40]

Svolgendo 1 calcoll otteniamo 1 valori delle due costanti:

53 a? 7

Co = 90 Co = — a2 [107. 41]

in modo che la soluzione approssimata [107. 36] diviene:

* 03 ( 4 2 .2 4 Lo 2
Ve = 90 as — 5 (xy—06wxix, + 25) — o (] + x5). [107. 42]

La rigidezza torsionale corrispondente € quindi:
WK ¥ = zﬂf Wk dA = 2,2512 ua . [107. 43]
A

b) Problema variazionale reciproco.

Nel caso del problema variazionale per il funzionale K [ ¥?], scelto
un sistema completo di funzioni ammissibili »; che verificano 1’equa-

zione al contorno [107. 9], consideriamo, in luogo della ¥° (x,, x,) la
successione parziale:

Vo = Y, ¥y - [107. 44]
k=1

La Y? verifica evidentemente la condizione al contorno ¥, (s) = 0

e dipende unicamente dalle m costanti arbitrarie ¢,, per cui la sua
variazione prima risulta:

SWO = "™ S, = y0 (2, @) . [107. 45)

I1 problema variazionale [107. 17] per il funzionale KA [¥°] viene
sostituito con il problema di estremo ordinario per la funzione K, (c;),
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calcolata in corrispondenza della soluzione approssimata ¥ :

aKm - 0 0
- :f *(z 6. V! i 2) pOdA — 0 107. 46]

4 k=1

e la risoluzione di tale sistema lineare di m equazioni nelle m inco-
gnite ¢;, permette di determinare le costanti arbitrarie.

~ Riferendoci allo stesso esempio trattato in @), cioé ad una sezione
quadrata di semilato a, assumiamo 1n Prima approssimazione:

V] =y = ¢ (x] — a?) (25— a?), (107. 47]

cioe l’equazione del contorno a meno di una costante arbitraria e;.
11 sistema [107. 46] s1 riduce all’'unica equazione:

f [2¢, (22 + 22 —24a%) + 2] (@2 — a?) (@2 — a?) dA = 0, [107. 48]
) _ _

da cul effettuando l’'integrazione otteniamo 11 valore della costante
¢, = Da?/8. La rigidezza torsionale diviene quindi:

uK; = 2pf POdA = 2,2464 uat. [107. 49]
A

S1 conclude dunque che la rigidezza torsionale effettiva risulta com-
presa tra 11 valore [107. 43] ed il valore [107. 49}, cioe:

92,2512 nat > ukK, > 2,2464 pat. [107. 50]

In effetti il suo valore esatto, che puo essere calcolato con 1l me-
todo del § 101, ¢), ¢ uK, = 2,2496 ual.

108. Soluzioni mediante procedimenti alle differenze.

I metodi variazionali considerati nel precedente § 107 possono dare
soluzioni approssimate in numerosi problemi e, talvolta, fornire anche
le necessarie limitazioni dell’errore cemmesso: presentano tuttavia al-
cune gravi difficolta ehe ne riducono l'impiego generale. Come ab-
biamo visto nella loro applicazione al caso di un cilindro soggetto a
momento torcente, il successo del procedimento e affidato alla scelta
fortunata delle funzioni ammissibili: tale scelta ¢ Intimamente legata
alla forma della sezione ed alla struttura delle condiziont al contorno.
Quando tali condizioni non siano esprimibili con relazioni analitiche
particolarmente semplici, puo risultare estremamente difliclle ottenere
un sistema completo di funzioni coordinate, ed anche quando cio sia
possibile in linea teorica, 1 calcoli necessarl possono riuscire proibitivi.

22 — BALDACCI, 1.



338 Problemi particolari di sollecitazione [Cap. IX]

In siffatte condizioni conviene rivolgersi a procedimenti grafici o
numerici, capaci di fornire soluzioni suflicientemente approssimate del
problema considerato. I1 metodo numerico piu noto ed efficace e quello
delle differenze finite, dove 'equazione differenziale viene sostituita da
un’equazione alle differenze e la regione continua A da un reticolato
discreto A4,, di punti.

Tale sostituzione permette di ricondurre il problema differenziale
al contorno ad un sistema di equazioni algebriche in un numero anche
notevole di incognite. La risoluzione effettiva del sistema cosi ottenuto
puo allora essere affidata a particolari tecniche o ad elaboratori auto-
matici, i quali, arrivati ormai alla terza generazione, permettono velo-
cith di ealecolo in tempo reale impensabili solo alcunt anni fa.

I1 procedimento generale delle differenze finite e fondato sul con-
cetto di differenza prima, seconda, ecc., di una funzione jf(x,, x,), defi-
nita di un certo campo A, supposto per semplicita a connessione sem-
plice e limitato da uwna curva chiusa € che ne eostituisce 1l contorno.

Le definizioni di derivata parziale della funzione f(x,, x,) rispetto
alle variabili indipendenti x;, x, affermano l’esistenza dei limiti:

of 1
— him -““—[]‘(971 -+ h) 502) T f(wli 55'2)] 9
8{1’/‘1 E —) h
[108. 1]
of 1
- = lim — [f(@y, Xy + k) — [y, 2)],
{1?2 kE —0 h

e, per valori sufficientemente piccoli dell’incremento h, tali espres-
sioni sono approssivamente uguali al corrispondentl rapporti incre-
- mentali.

La sostituzione della derivata eon il rapporto incrementale con-
duce a tre definizioni diverse della differenza prima.

Infatti, con riguardo all’orientamento dell’asse x, di fig. 112 pos-
siamo riferirci al punto P, ;. a sinistra del punto considerato P,
al punto P,.,, a destra di P, ai due punti P, ,; e P, ;, ed ot-
tenere le definiziont di differenza regressiva, progressiva e centrale:

1 1
D?fi;; = (f(@y, @) — f(2y — hy @) = — (fij — fi—l,j) ;

h
1 1
D?ffij = (f(xy + hy 2y) — [(20, X5)] = "“}: (fi+1,; — f-.::;;) ; | 108, 2]
1 1
D, f;;= oh [f(@y -+ by @) — [0y — hy )] = o7 Jisny — Jicui) s
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avendo scritto semplicemente f;,. per il valore assunto dalla funzione

f(x,, ;) nel punto generico P,.. In modo analogo vengono definite le
tre differenze prime Dj, D}, D, rispetto alla variabile indipendente w,.

fi—1;=F(xy + h, xp)

fu — f(xll XE)
ff+1,j: f(xy — hy, xp)
o

I
Pi_1,j= (il —h x)  Pij = (xq, x,) Pip1,j = (xy -+ by xp)

O -0 >
Xy
- ]
A 7
Fig. 112,

Con 1dentico procedimento, dalle definizioni di derivata parziale
seconda :

[108. 3]
_a_zj_ _ lim—-—l— Xy + by @) — (f(2y, 25) . f(xy, o) — f(z; — b, Xy)
358% o NoL h h ) ,
o %f — lim __1_ (g k) — f(xy, @) f(2y, ) — f(2y, Ty — k) -
333% h—0 k i k }b i ,
0%f — tim L 1wy + hywy + k) —floy — by @y + F)
3.’13'1 3&'}2 b, h—0 2k 5 2h
| f(xy + h, Ty — k) — f(oy — h, 2y — k)~
2h I’
s1 ottengono le differenze seconde:
1
Dllfi;; — _k‘; (fi+1,j — in?‘ - fi—l,j) ’
1
D22fij’ = T (}‘i,?‘Jrl — 2f<ij + fz‘,;;ml) ' 1108. 4}

k2

-Dlzfiy': Y (ff+1,;;+1 _f'i—l,j+1 —+ fi—l,y'-1 ""fw-l,jﬂ) a

dove h, k£ indicano le due ampiezze della maglia del reticolo rettan-
golare indicato in fig. 113.
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In generale, otteniamo le differenze di ordine superiore sostituendo
la derivata parziale nel punto P;:

omtn D™ D% S
( f ) con 1 2 f’t r7—8 , [108. 5]
oxY 045 /4 hm

esistendo una certa libertd di scelta per r, s; di regola r, e corrispon-
dentemente s, varrd m/2 se m & pari o (m —1)/2 se m e disparl.

x: A

Fig. 113.

a) Applicazione all’equazione armonica pilanda.

Tenendo presenti le prime due [108. 4] 'espressione alle difterenze
dell’operatore di Laplace diviene:

1
Viihis = =5 Uiong =20+ @i+ a2(fo;a+ )], [108. 6]

dove a = h/k rappresenta il rapporto tra i lati della maglia rettango-
lare. Qualora le ampiezze h, k¥ vengano assunte uguali, otteniamo per
o = 1 la forma introdotta per la prima volta da RUNGE *:

Vi fij — (fi—l,j + ff,+1,;' — 4fi;; + fi,y‘—l 4 fi,j+1) - [108. 7]

B2

Nel linguaggio delle differenze finite I’equazione di Laplace Vf =0
impone quindi al valore della funzione f(zy, #,), in ogni punto P, del
campo reticolare a maglia quadrata Aj,, di risultare la media del va-
lori della funzione stessa nei quattro punti immediatamente vicini.

il

t . RUNGE, Zeits. Math. Phys., 56, 225 (1908).



[§ 108] Soluzioni mediante procedimenti alle differenze 341

Naturalmente, nel considerare punti diversi dagli incroci della
maglia, come avviene ad esempio per i punti del contorno indicati
con un circoletto pieno nella fig. 113, le differenze devono essere va-
lutate con riguardo alle distanze effettive h, k di tali punti da quello
considerato. Cid comporta una notevole complicazione che puo essere
in parte evitata riportando i valori al contorno in punti di incrocio
della maglia con procedimenti di interpolazione lineare o parabolica.

Nelle applicazioni conviene riferirci a grandezze adimensionali X,
X, definite dalla trasformazione:

r,=Xa,  Ty=IX,a, [103. 8]

dove a indica una dimensione lineare caratteristica della sezione. Ab-
biamo quindi:

o2 o2 1 / o2 o2 f
Vi= 7_; | ]; = T ( ]; | "2'") ’ [ 108. 9]
0 Xy ox, a? \o X% 0X3
ed introdotta la funzione F(X,, X,) definita dalla:
| 1
Xy, Xp) = 72 f (25, @) [108. 10]

I’operatore di Laplace alle differenze assume la forma:

a2

thfij’ zazvthij ~ T2

(Fyoq;t+ By ;—4F; +F 0+ Fy ). [108.11]

Per mostrare la tecnica del procedimento consideriamo il semplice
esempio di una sezione quadrata di lato a sollecitata a torsione, cioe,
in termini della funzione di tensione ¥ (x,, x,) definita dalla [100. 4],
consideriamo 11 problema al contorno:

V¥ (y,a,) +2 =0 in A,

P(s) = 0 su C. [108. 12]
Introdotta una funzione F(X,, X,) tale che:
F(X;, X,)= % V(xy, x,) , . [108. 13]
11 problema alle differenze risulta:
Foovy+ Fogr;—4Fy + Fijy -+ By =— 2;22 in 4;;, [108.14]

essendo nulli 1 valori di # nei punti del contorno.
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Con riferimento alla fig. 114 assumiamo per A4,, una maglia qua-
drata di lato h = a/4: evidenti considerazioni di simmetria permettono
di ridurci a considerare solo un ottavo di sezione, e precisamente il
triangolo tratteggiato in fig. 114. I wvalori ineogniti della funzione
£ (X, X,) si riducono cosi ai tre F,, Fg, F, per ognuno dei quali,

v
A
A
7

Fig. 114,

assunti successivamente A, B, ¢ come punto P,., possiamo scrivere
tre equazioni del tipo [108. 14]:

4y —4F , —=—0,125,
2F , + Fo—4F,; —=— 0,125, 1108, 15]
2F gy, —4F, = — 0,125,
da cul risolvendo:
¥, =0,1410, Fy = 6,1090, F, = 0,0855. [108. 16]

Una migliore approssimazione si otterra considerando lo schema
diagonale punteggiato della fig. 114 con ampiezza della maglia pari

a 1//2 della precedente.

La semplice applicazione della [108.14] permettera di ricavare
1 valori della F(X;, X;) nei punti di inerocio dai valori [108. 16}
gla trovati e dat valori preseritti sul contorno (F = 0). Infine,
ridotta l’ampiezza della maglia a meta di quella iniziale, cioé a/8,
la formula di Runge, applicata a tutti i wvalori trovati presi nel
loro complesso, in generale non sard piut verificata. Caleolati allora
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nuovamente i valori [108. 14] nel reticolo di maglia a/8, si procedera
di nuovo come prima in modo iterativo sino ad ottenere scostamenti
trascurabili.

Determinati i valori della F(X,, X,) nei punti del reticolo, la sua
derivata parziale rispetto a X; potra essere calcolata, ad esemplo,
dalla, formula di interpolazione di Newton:

250

h\ D F,
F—F,+ X,DF, + X, X, — ) ; [108. 17]
2
a 21 h
h 2h\ Dy F,
a a 31 h
1380
| 124) 174 Y2191 257 |\ 287 310| 324| 332| 337| 340| 341! 342 3427 342
500 3341 1425 50411 565 607 6341 6471 656| 660| 662 6641 665| 665
750 624 749| 844] 901| 932| 949| 957| 965| 965\ 966| 966 967
1000 1007 | 11424 1201 12361 1237 | 12441 1246 1248| 12491 1249\ 1250
~ ,
1250
1000
1500750 k - 990
1 \ max T = 2400 kg/cm? h=0,1 !
o 7
a—1
A~ - A
Fig. 115.

che fornisce il valore della funzione F in un punto generico, sosti-
tuendo per D,F, D,F, D, F, ... le differenze successive rispetto a X;.
In modo analogo si procede per la derivata della F(X,, X,) rispetto a X,.

La validita del procedimento alle differenze & subordinata alla con-
vergenza dei valori cosi calcolati verso i valori desunti dalla rsolu-
zione dell’equazione differenziale: per equazioni di tipo elhittico come
Pequazione di Laplace tale convergenza é assicurata in ogni caso '

b) Torsione elasto-plastica.

Per mostrare le possibilitd offerte dal metodo delle differenze finite
anche in problemi complessi, riportiamo a titolo di esempio, con qualche

1 R. COURANT, K. FRIEDRICHS, H. LEWY, Math. Ann., 100, 32-74 (1928).
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modifica, I’analisi in fase elasto-plastica condotta da SHAW! su una
sezione cava delimitata da due quadrati concentrici e soggetta ad un
momento torcente. Per evidenti ragioni di simmetria, come giy nel-
I'esempio precedente, possiamo ridurci ad esaminare 1/8 della sezione
stessa 1ndicato in fig. 113.

Assunta come dimensione lineare caratteristica a il semilato del
quadrato interno, per un’ampiezza della maglia A = 0,1a & stato svolto
preliminarmente il calcolo alle differenze in fase elastica dei valori

X ‘ Z T A
230 * ' REGIONE PLASTICA 7, = 2400
500\ 3470 4350 \ 506! \556] 588 \g06| 612 _ N 2 A
750 / ' | L7777 7877777 T
10008 | 670] Js49| ) 995| 1094| 1154| 1187 | 12031~ 121061213 1214] 1215| 1215 1215 2050
1250 / '
1500 €| 1260| 1495| 1635| 1708| 1746| 1765| 1774! 1778| 1780! 1781| 1781| 1781
~/ r
1750
20%‘;50 7 2260| 2286| 2299023052308 23091 2310723101 2310|2000
REGIONE PLASTICA
75 = 2400 _ /‘
x\ h:0,1 '
a=1 |1
—T e SV U U — . ——— flaerem
Fig. 116.

della F(X,, X,) proporzionale alla funzione di Prandtl secondo Ila
[108. 13]. Per evitare cifre decimali il secondo membro della [108. 14]
e stato moltiplicato per 103, per cui anche i valori riportati nella
fig. 115 in corrispondenza di ogni punto del reticolo risultano 10°F, ..

Data la doppia connessione della sezione si devono specificare i va-
lort della F'(X;, X,) sia sul contorno esterno sia sul contorno interno.

Le relazioni [100. 7] scritte in termini di differenze finite permet-
tono di calcolare le tensioni tangenziali 7,, 7., e quindi la tensione
risultante v = (75 + 74,) % di cui nella fig. 115 sono riportate le curve
T = COst.

Dalla discussione della [100. 13] vedemmo che la tensione tangen-
zlale assume un max sul contorno, dove si raggiungeri prima che in
altre zone il limite di snervamento del materiale, assunto nell’esempio
1o = 2400 kg/em?2.

Con l'aumentare del momento torcente la zona plastica si esten-
dera dal contorno verso l'interno: in tali zone la pendenza della super-

V' F. 5. SHAW, Adustralian Council Aeron., Report, 11 (1944).
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ficie ¥(w,, x,) raggiunge il valore limite costante 7 /uzx,; il rapporto
adimensionale zg/usx,a rappresenta allora la pendenza limite della su-
perficie F(X,, X,) = ¥(x,, x,) a2

Resta dunque determinato il valore massimo F consentito in ogni
punto dal tetto rigido della fig. 104 alla funzione F(X,, X,). Quando
nello svolgimento dei calcoli la F in un certo punto superi F & ne-
cessarlo diminuire questo valore della quantity F — ¥ Naturalmente
tale operazione altera i valori della F nei quattro punti vicini, in
quanto ’equazione [108. 14] non risulta piu verificata avendo portato
11 valore F a Fg. Occorre dunque ripartire il residuo dell’equazione in
partl uguali nei quattro punti vicini sino a raggiungere in essi il va-
lore F. | |

Nella fig. 116 sono indicati i risultati ottenuti, riportando in ogni
punto del reticolo i valori della F(X,, X,) e ’andamento delle linee
T = cost., alterate, rispetto alla fig. 115, dalla presenza delle zone
plastiche rappresentate con tratteggio.
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