CAriToLO VIII

PROBLEMA DI SAINT-VENANT

77. Formulazione del problema.

La trattazione ha avuto sinora carattere generale, nel senso di
essere stata rivolta all’esposizione dei fondamenti di Meceanica dei
solidi per un continuo tridimensionale di forma qualsiasi. Alcune par-
ticolarizzazioni hanno avuto lo scopo di chiarire il contenuto fisico-
intuitivo dei vari fenomeni attraverso la discussione di semplici esempi.

Iniziamo ora lo studio sistematico di problemi speciali, di notevole
interesse applicativo, relativi a solidi di forma particolare. Per mag-
giore evidenza nella trattazione dei problemi particolari seriveremo
le varie relazioni per disteso; del resto la notazione compatta non
offre per essi 1 vantaggi decisivi che ne consigliarono P’adozione nella
parte generale. In particolare, le coordinate cartesiane materiali, alle
qualil riferiamo la configurazione indeformata, verranno indicate espli-
citamente con , Ty, X3, € Nelle componenti di tensione converrdy di-
stinguere le tensioni normali, componenti con indici uguali, dalle ten-
sioni tangenziali, componenti con indiei distinti, scrivendo o, sy, 0
per le prime e 1,,, 7.y, Ts; Per le seconde.

Nel presente capitolo esamineremo il comportamento di un solido
elastico omogeneco isotropo di forma cilindrica, libero nello spazio e
riferito alla terna materiale O (xy, ,, x;), con D’asse x, parallelo alla
direzione comune delle generatrici del ecilindro e gli assi z,, @, conte-
nuti nel piano di una sezione trasversale retta, ad esempio la base
di sinistra, per cui ogni punto sia individuato da una coordinata z,
positiva.

Supponiamo le forze di massa nulle e le forze di superficie, costi-
tuenti quindi da sole un sistema equilibrato, applicate esclusivamente

in corrispondenza delle basi in modo che la superficie laterale del ci-
lindro risulti libera da forze.
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Se lasciamo indeterminata, almeno in un primo tempo, la distri-
buzione delle forze superficiali, di componenti f,, f,, f5, sulle basi, la
mancanza delle corrispondenti condizioni ai limiti per queste forze
non ci permettera di precisare completamente il problema della deter-
minazione dello stato di tensione-deformazione. Alle condizioni man-

cantl sostituiamo allora le seguenti condizioni ausiliarie per le tre
componentl di tensione:

611:0, 022:(), 71220. [77-1]

Le 1potesi [77. 1] non appaiono completamente arbitrarie, almeno
da un punto di vista intuitivo, ma sono suggerite dalla particolare
forma del solido elastico in esame e dalle modalith di applicazione
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delle forze esterne: in sostanza equivalgono all’ipotesi che tra le fibre
longitudinali del cilindro si esercitino azioni mutue unicamente nel
senso delle fibre stesse.

Posto in questi termini il problema fu oggetto di numerose ri-
cerche a partire dalle classiche memorie di BARRE DE SAINT-VENANT
e dalla celebre trattazione di CLEBSCH2, dove per la prima volta si
pario di un de Saint-Venantsche Problem, nelle quali la soluzione viene
cercata assumendo come incognite le componenti w,, u,, u; dello spo-
stamento.

Nel seguito ci atterremo invece ad un procedimento di integra-
zione diretta in termini delle componenti di tensione, che offre una
maggiore immediatezza rispetto all’impostazione tradizionale, come
ebbe gia modo di osservare 1’Autore 3, e fornisce tutti gli elementi
sutficlenti a caratterizzare lo stato di tensione-deformazione, che in
etfetti ci interessa, evitando di imporre al cilindro sei arbitrarie con-
dizionl di vincolo, necessarie per individuare le componenti di sposta-
mento a meno degli eventuali moti rigidi di traslazione e di rotazione.

' A. BARRE DE SAINT VENANT, Mém. Savanis étrangers, 14, 223 (1855): Journal Math. Liouville
(2), 1, 89 (1856).

* A. CLEBSCH, Theorie der Elasticitdl fester Korper, pag. T 4, Leipzig (1862).
* R. F. BALDACCL, AWl dAccad. Scienze, Torino, 90, 604 (1955-56); Giorn. Genio Civile, 95, 759 (1957).
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Il problema consiste dunque nel determinare le tre sole compo-
nentl di tensione oy, T3, Ty, alle quall ¢l siamo ridotti in virtt delle
1potes1t ausiliarie [77. 1], utilizzando 1 gruppi di equazioni introdotte
nel § 42 b) nella formulazione del problema dell’equilibrio elastico per
un solido isotropo in termini di tensioni.

Le equazioni indefinite di equilibrio [42. 3], in assenza di forze di
massa ed 1n conseguenza delle ipotesi [77. 1], si semplificano nelle:

T313 = 0, 7T3p3=210, Ti31 T Taze T O333 — 0. L77. 2]

Fig. 58.

La congruenza dello stato di deformazione e D’isotropia elastica
lineare vengono introdotte nel problema simultaneamente attraverso
le ser equazioni di Beltrami [42. 23], che, per le ipotesi [77.1] e la
indipendenza dalla variabile x; delle componenti tangenziali 7,,, 7s
espressa dalle prime due [77. 2], divengono ora:

033,01 = Uy 03300 = 0, 03312 = Uy 03333 = 03

(L -+ ») (Tgr11 T "‘731,22) T 03313 = U3 [77. 3]
(1 + ») (732,11 + T3202) + 033923 = 0.

Le equazioni di equilibrio ail limiti [42. 4] devono essere prese in
considerazione soltanto per la superficie laterale del cilindro, senza
tener conto cioe, come abbiamo avvertito, della effettiva distribuzione
delle forze superficiali sulle basi. Ora, dei tre coseni direttori n,, n,, n,
della normale esterna n alla superficie laterale risultano diversi da
zero solo 1 primi due a causa della ortogonalita tra n e x;, e quindi
ne discende 'unica equazione ai limiti:

'-5'31 7?/1 '—I“ 732 ??/2 — 0 . [77. 4:]
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Kssa avverte che nei punti del contorno € della sezione trasver-
sale 4 la tensione tangenziale risultante 7, = (73, 74,), agente sul piano
normale all’asse x;, ha componente nulla secondo la normale n e ri-
sulta quindi tangente al contorno stesso. Proiettando le componenti
della 7, sulla tangente e ricordando che i coseni direttori »,, », della
tangente sono legati ai coseni direttori n,, n, della normale attraverso
le note relazioni:

dx, dx, dx, da,

== — 77. 5
ds an ’ ds dn ’ [ |

in accordo con il senso assunto positivo per il percorso s lungo il
contorno C, Pespressione:

T3 = Tgp Ny — 731 Ny [77. 6]

fornisce cosi la tensione tangenziale totale.

78. Integrazione delle equazioni del problema.

Le prime quattro equazioni del sistema differenziale [77. 3] affer-
mano che la componente normale di tensione ¢,, deve risultare neces-
sarlamente una funzione lineare delle variabili z,, x,, #, e non dipen-
dere dal prodotto x; x,. Essa avrd dunque la forma generale:

O35 = @ T O &y + ATy — X3 (b + b 2y + byry) [78. 1]

dove a, a,, a, e b, b;, b, Tappresentano sei opportune costanti di in-
tegrazione.

Le prime due equazioni di equilibrio [77. 2] sono state gia utilizzate
per semplificare la quinta e la sesta equazione di congruenza [77. 3].
II problema relativo alla determinazione delle incognite 7., 74, fun-
zionl delle due sole variabili ,, x,, consisterd dunque nell’integrare
nel dominio piano A, definito da una generica sezione trasversale retta
del cilindro, il sistema differenziale costituito dalla terza delle [77. 2]
e dalle ultime due [77. 3] con riguardo all’espressione [78. 1] gia
trovata per la o,,, cioé:

Ta11 T Taes — b + byy - by,
Tar11 T+ Taree = (L + »)71 by, [ 73. 2]
Tago11 T+ Taee = (1 -+ )7t by,

assoclate alla condizione ai limiti [77. 4] sul contorno C di A.

Operiamo una trasformazione del sistema differenziale, derivando
la prima delle [78. 2] una volta rispetto a x, ed una volta rispetto
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a ¥, ¢ sottraendo le equazioni cosi ottenute rispettivamente dalla se-
conda e dalla terza delle [78. 2], in modo da ottenere in definitiva:

byv (1 + »)71,
— by (1 4+ ») 1,

('532,1 — ’531,2),2

[78. 3]

|

(732,1 — 731,2),1

1 prim: membri delle [78. 3] rappresentano le derivate parziali ri-

spetto a x, e rispetto ad x, della stessa funzione, il cui differenziale
totale sara dunque:

d (Tgpy —— Ty 2) = — vhydw, + vb,dw, , [78. 4]
avendo posto per semplicita di scrittura:
v = » (1 -} »)7 L. [78. 5]
Dall’integrazione della [78. 4] otteniamo cosi ’espressione:
Tya1 — Ta12 = ¥ (b0, — by2y) + ¢, [78. 6]

dove con ¢ e stata indicata una ulteriore costante di integrazione.

Siamo allora ricondotti alla risoluzione del seguente sistema di due
sole equazioni difterenziali costituito dalla relazione [78. 6] cosi otte-
nuta e dalla prima delle [78. 2], cioe:

Tap1— Tare = C + v (01 — byy)
Ta11 + Taee = 0 4+ by + by, .

Poniamo la soluzione di tale sistema lineare sotto forma di una
somma:

[78. 7]

= 0 __
Tgp = T31 + T31 Tgg = T3g T ng , | 73. 8]

dove le funzioni 73, 73, soddisfano alle [78. 7], mentre le funzioni To1
79, Soddistano alle stesse equazioni rese omogenee:

0 o __ 0 _
Ta21 — T3l = 0, T31,1 + 7{3}2,2 = 0. [78. 9]

Se la sezione e, come supponiamo, semplicemente connessa, la
prima delle [78. 9] esprime la condizione necessaria e sufficiente per
Iesistenza di una certa funzione ¢ (x,, x,) tale che:

T3 = P15 Ty9 = P 2 [78. 10]

mentre la seconda delle stesse [78. 9] afferma che detta funzione deve
soddisfare all’equazione di Laplace:

Vo (r x) = P11 T P2 =0, [78. 11]

e risultare quindi una funzione armonica.
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La condizione al contorno [77. 4], esplicitata secondo la posizione
[73. 8], assume D’aspetto:

To1My -F TaeMy = — (Tg 0y + TyoMy) [ 78. 12]
e con riguardo alle [78. 10], anche:
P 1M + @ ohy = — (Ta1 1y + TgaMs) [78. 13]

da cui, introducendo la derivata della funzione ¢ (4, X,) Tispetto alla
normale n al contorno:

de
dn

= — (Ta My + Tpy) [78. 14]

Non riesce poi difficile trovare due funzioni 7, 7., che soddisfino
al sistema differenziale completo [78. 7], utilizzando, ad esempio, il
noto procedimento dei coefficienti indeterminati:

- 2 ~ 9
T31 z"%'[bwl + by (2] — va ) — ¢x,],

;32 == % [bxy, 4 b, (.’L‘% _;m%) -+ cxq]

come 81 puo facilmente verificare.

Nella sua impostazione pilt generale il problema di Saint-Venant &
ricondotto in definitiva alla determinazione di una funzione @ (21, X,),
armonica in un dominio piano A4 e la cui derivata rispetto alla nor-
male al contorno C di A assume un valore prescritto sul contorno
stesso. Cioe, in altri termini, il problema cosi trasformato & espresso
nella classica forma di Dini-Neumann.

Assegnata dunque la forma della sezione trasversale retta del ci-
lindro, la [78.14] permette di individuare, a meno di una costante
addittiva inessenziale ai nostri fini, la soluzione @ (r;, 2,) del partico-
lare problema relativo a tale sezione, e quindi la distribuzione delle
tensioni tangenziali 7y, 75, fornite dalle [78. 8] in ogni punto di A.

Possiamo legittimamente affermare che il problema di Saint-Venant
¢ ormail sostanzialmente risolto nella sua trasformazione in un pro-
blema noto. Come immediata conseguenza dell’armonicitd della fun-

zione g (x, #,), integrando 1’equazione di Laplace [78. 11] nel dominio
di definizione A, otteniamo: '

| (o + g ad =o, [78. 16]
A

[78. 15]

0 anche, attraverso la trasformazione di Gauss dell’integrale doppio
In un integrale curvilineo esteso al contorno C di A:

d g
o dn

f (@171 + @amy) ds = ds = 0 . [78. 17]
C
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Tale risultato ¢ conforme alla proprieta che 1’esistenza della solu-
zione del problema di Dini-Neumann rimane subordinata ad una con-
dizione appropriata per la derivata normale della funzione incognita,
espressa appunto dalla [78. 17]. Inoltre, con riguardo all’equazione di
equilibrio ai limiti [78. 14}, I'integrale curvilineo puo essere ricondotto
di nuovo ad un integrale doppio, cioe:

de
o dn

ds = — | (Ty + o) A, (78. 18]
A

e quindi, tenendo presente la seconda [78. 7], alla seguente condizione
per le costanti b, by, b,:

f (b + bya, + bya,)dA =0 . 178. 19]
A

Per la nota definizione di momento statico §,, §, di un’area piana
rispetto agli assi @, o, la [78. 19] fornisce immediatamente 1a relazione:

1
b = — — (b8, + b,8,) [78. 20]

da cui appare manifesta Popportunita di scegliere come origine degli
assl &y, &, proprio il baricentro di A, in modo che risultino identica-
mente nulli 1 momenti staticit §;, 8, e quindi b = 0.

Per questa scelta particolare del riferimento la condizione al con-
torno [78. 14] per la derivata normale della funzione armonica ¢ (x,, x,)
diviene:

[78. 21]

de __b_;_ 2 = 2 b 2

dn 2

avendo tenuto presente la ovvia semplificazione delle [78. 15] dovuta
all’imporre nulla la costante b.

79. Soluzione alternativa.

Un aspetto alternativo del problema discusso nel precedente § 78,
assal utile per la costruzione effettiva delle soluzioni nei casi parti-
colari, emerge dall’osservazione che la seconda delle [78. 9] rappresenta
la condizione necessaria e sufficiente per l’esistenza di una certa fun-
zione vy (x,, x,) tale che:

Tgp = Yoy Tgp — — Y1 [79. 1]
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mentre la prima delle stesse [78. 9] afferma che detta funzione deve
soddistare all’equazione di Laplace:

Vy(r,, ) = Y11+ Ye = 0, [ 79. 2]

e risultare quindil una funzione armonica.
Con riguardo alle [79. 1] la condizione al contorno [78. 12] diviene:

Yoly — Y 1Ny = — (%31”1 —+ %32?7/2) . [79. 3]

o anche, introducendo 1 coseni direttori della tangente legati ai coseni
direttori della normale dalle [77. 5]:

dx, dz, - dx, ~ dux,
-+ — T — T : 79. 4
Y1 P Y o T3 32 7 31 Ts I ]

Otteniamo cosi una condizione ai limiti per la derivata della
v (x,, ¥3) rispetto alla tangente:

— Tgg — 131 ’ [79. 5]

0 anche, integrando lungo s, una condizione ai limiti semplicemente
per la v (zy, 2,):

w(s) = | (Fapday + Tuday), [79. 6]
8
a meno di una costante addittiva inessenziale perché non interessa
tanto la funzione y(x,, ¥,) quanto le sue derivate parziali [79. 1].
I’integrale curvilineo al secondo membro della [79. 6] dipende
esclusivamente dalla forma della sezione ed ¢ quindi noto una volta

assegnata l’equazione del contorno. Con riguardo alle [78. 15] otte-
niamo:

b —_
w(s) _*% (xy — va;) da, +
B e S [79. 7]
b C
_‘-‘2& (373 — ’L’CU?) dx; + ? (zyda, - Tpday),

o anche in forma compatta, poiche sul contorno x, = x,(s), &, = x,(8):

pls) = — % Play) +

2 Q) + (@] + a2}, [79.8]

dove P(x,), ¢(x;) indicano due funzioni nella sola variabile x,, x, ri-
spettivamente.
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Il problema di Saint-Venant puo dunque essere ricondotto anche
alla determinazione di una funzione armonica » (x,, #,) in un dominio
plano A4, la quale assume un valore prescritto sul contorno ¢ di A.
Cioe, in altri termini, il problema cosi trasformato ¢ espresso nella
forma classica del problema di Dirichlet:

Vy (ry,x) =0 in A,
B [79. 9]
p(s) =w(s) su (.

Assegnata la forma della sezione trasversale retta del cilindro,
la [79. 8] permette di individuare il valore v (s) assunto sul contorno
dalla soluzione vy (x,, x,) del particolare problema di Dirichlet relativo
a tale sezione.

Confrontando le espressioni [78. 10], che forniscono le tensioni tan-
genziall in termini delle derivate parziali della ¢ (2, 2,), con le [79. 1],
che forniscono le stesse tensioni tangenziali in termini delle derivate
parziali della v (2, ,), otteniamos:

P1.—=— ¥ 2, e A [79. 10]

Tali relazion1 consentono di considerare le funzioni ¢ (x,, ,) e y (z,, x,) come fun-
ziont armomche coniugate, rispettivamente parte reale e coefficiente dell’immaginario
di una funzione di variabile complessa, e permettono percio di attribuire a tali funzioni
tutte le importanti proprieta derivabili da tale circostanza.

Ricordiamo che una funzione monodroma:

[(?) = @z, m) -+ iy (%, @), [79. 11]

della variabile complessa 2 =, + ix, viene detta analitica od olomorfa in un dominio
assegnato A se possiede una derivata unica in tutti i punti di 4. E dunque per
definizione:

df(z) do . dy

— ! 1 —

2z dz dz

, [79. 12]

e tale derivata deve risultare indipendente dalla legge con cui varia z.

Facendo allora variare z lungo l’asse reale x;, oppure lungo 1’asse immaginario x,,
cioe posto rispettivamente dz = dx,, o dz = idx,, si dovra ottenere sempre lo stesso
valore [79. 12} per la derivata della funzione f(2)

df(2)
dz

=@+ W = Yo 19 9, [79. 13]

da cui le relazioni di monogeneita di Cauchy-Riemann espresse proprio dalle [79. 10].

I’analiticita della f(z) comporta non solo I'esistenza delle derivate parziali del
primo ordine per le funzioni ¢ (x,, ,) e ¥ (¥;, ,), ma anche quella di tutte le derivate
d1 ordine superiore. Derivando allora la [79. 10] una volta rispetto a z, ed una volta
rispetto a x, s1 deduce che la parte reale ¢ (x,, x,) ed il coefficiente dell'tmmaginario
¥ (x,, #3) dl una funzione analitica devono verificare entrambi ’equazione di Laplace,
da cui la denominazione di funzioni armoniche coniugate loro attribuita.
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30. Caratteristiche della sollecitazione.

L’esistenza della funzione ¢ (x,, «,) c¢i ha permesso di istituire una
relazione, la [78. 20], tra le costanti b, b,, b, e in definitiva di indivi-
duare la prima, b = 0, mediante una scelta opportuna per 1’origine
O (x,, xy, x3) del sistema di riferimento. La determinazione delle sei ri-
manent1 costanti a, a,, a,, by, b,, ¢ richiede di specificare la distribu-
zione delle forze superficiali applicate agli elementi di area delle basi
del cilindro, distribuzione che lasciammo inizialmente indeterminata.

Queste forze superficiali devono cio¢ verificare le condizioni ai li-
miti in corrispondenza delle basi, dove la normale esterna » risulta
ortogonale agh assi x,, x, (n; =n,=0) e parallela all’asse x5 (n; = +1).

Abbiamo dunque le seguenti relazioni tra le componenti di tensione t.,,
Ty, 033 € le corrispondenti forze di superficie f,, f,, /s agenti sulle basi:

1= fl 9 Tgo — = fz 9 O3 — T f3 9 [80- 1:'

ottenute dalla particolarizzazione delle [38. 4] nel caso in esame e dove
11 segno positivo vale per la base A, (ny = -} 1) e quello negativo per
la base 4, (n, = —1).

Appare quindi in tutta evidenza il punto essenziale del procedi-
mento seguito nella risoluzione del problema: il cosiddetto metodo
semi-tnverso di Saint-Venant. Non viene affrontata cioé la ricerca dello
stato di tensione-deformazione indotto nel cilindro da una distribu-
zione assegnata di forze applicate alle basi, ma viene determinata a
posteriori quella distribuzione di forze compatibile con la soluzione
del problema per ogni particolare forma di sezione considerata.

La compatibilita di una distribuzione siffatta € subordinata alle
condiziont di equilibrio locali [80. 1] che devono essere verificate dalle
forze superficiali f,, f,, f; in ogni punto delle basi, essendo ormai spe-
cificate le tensioni 7j, 73, 033 4 meno delle sei costanti di integra-
zione ancora incognite. Riesce allora chiaro come la scelta delle forze
superficiall dipenda ormai soltanto da sei condiziont di equilibrio glo-
balt arbitrarie, parl cioe al numero delle costanti disponibili.

Ora, per ogni sezione del cilindro lo stato di sollecitazione esterna
e caratterizzato da una forza R e da un momento M, ottenuti come
forza risultante e momento risultante, rispetto al baricentro della se-
zione stessa, del sistema di forze superficiali applicate, ad esempio,
alla base di destra del cilindro (x;, = 1). Le componenti di R e M:

R =(1,,T,,N), M =(M, M,, My, [80. 2]

T3 =

vengono definite caratleristiche della sollecitazione relative alla sezione
generica A ed assumono le denominazioni specifiche di: forze ta-

14 — BaLpAcCcI, 1.
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ghante Ty, T,, forza normale N, momenti flettenti M,, M,, momento
torcente M,.

Con riferimento alla fig. 59 i versi delle caratteristiche della solle-
citazione vengono assuntl positivi se concordi con gli assi della terna
O (21, x5, 3) quando esprimono, come nel caso indicato, le azioni glo-
bali esercitate sulla generica sezione A dalla porzione di cilindro si-
tuata dalla parte del semiassi positivi e tratteggiata in figura.

- Precisamente, le componenti 7,, 7,, N della forza R sono riguar-
date come positive se concordi con i versi positivi degli assi z;, x,, o,

7o A2
Mo
%L\JJ _ (\ M?

AN

Fig. 59.

rispettivamente; le componenti M,, M,, M, del momento M sono
riguardate come positive se concordi con le rotazioni ws,, wys, wyy, ten-
denti cioe a sovrapporre i semiassi positivi z, — x4, 23 — 3, ©; — @,
- secondo la convenzione adottata nel § 16, fig. 8.

Poiche le forze superficiali applicate alle basi sono equilibrate nel
loro complesso, sempre assumendo come centro di riduzione il bari-
centro della sezione generica A, il sistema di forze applicate alla
base A4, (x3 = 0) deve ammettere una risultante — R ed un mo-
mento risultante — M, cioé uguali e contrari a quelli precedentemente
determinati con riferimento alle forze applicate su A4, (x, =1). Di
conseguenza le caratteristiche della sollecitazione relativa vengono ri-
guardate come positive se discordi con gli assi della terna O (xy, x,, @),
quando esprimono le azioni globali esercitate sulla generica sezione A
dalla porzione di cilindro situata dalla parte dei semiassi negativi.

Ora, ognuna delle due porzioni nelle quali il piano della sezione
generica suddivide idealmente il cilindro e ancora in equilibrio, anche
se considerata isolatamente, pur di applicare alla sezione stessa le
azionl elementari che venivano trasmesse dalla porzione rimanente
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prima della sconnessione. Cosi, ad esempio, la porzione compresa tra
le ascisse O = x; ¢ in equilibrio sotto ’azione delle forze esplicite f7,
f2, fa applicate alla base 4, e delle tensioni esercitate dalla porzione
compresa tra le ascisse x,; -~ [, pensate applicate agli elementi super-
ficiali di A e indotte su questi dalle forze esplicite f%, f5, /% applicate
alla base A,.

Tale condizione, necessaria per 1’equilibrio, tradotta in termini di
caratteristiche della sollecitazione equivale ad affermare 1’equivalenza
statica stabilita dalle relazioni seguenti:

T—_——frdA T:frda N:fa-dA-
1 A31 i 2 _A_32 i P 33 b/ [80_ 3]

M, — f Gty d A, M, = — f ooty dA, M, — f (T, — T4 ,) dA. .
A A A

Semplicl considerazioni c¢i permettono infine di esprimere le carat-
teristiche della sollecitazione relative alla sezione generica in termini
delle corrispondenti caratteristiche relative alle basi del cilindro. Cosi,
ad esempio, con riferimento alle forze applicate alla base di sinistra
(s = 0):

T=1y, T,=1T3, N =N
[80. 4]
My = M)+ Toxy, M,=M}— Tx,, M, = M},

mentre, con riferimento alle forze applicate alla base di destra (x, = 1),
s1 hanno seit espressioni analoghe.

A loro volta le caratteristiche della sollecitazione relative alle basi
s1 ottengono dalle forze superficiali ivi applicate f,, f,, f, attraverso
relazioni formalmente analoghe alle [80. 3] in virtu delle equazioni di
equilibrio ai limiti [80. 1]. Cosi, ad esempio, per la base A,:

Y= flaa, 13— faa, N=[flaa;
4 A A 180. 5]

My =| fmdd, My=—[ faad, uf—| (flo,—fle)aa,
A A

ed espressioni simili valgono per la base A,, pur di riferire le [80. 5]
alle caratteristiche di sollecitazione ed alle forze di superficie relative
a detta base.

11 prinecipio di equivalenza elastica discusso nel § 44 ci assicura
infine che una distribuzione di forze superficiali agenti sulle basi con
valori locali diversi da quelli preseritti dalle [80. 1] non comporta dif-
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ferenze sensibili dello stato di tensione-deformazione nei punti situati
a sufficiente distanza dalle basi, purché il sistema di forze sia stati-
camente equivalente, ed ammetta percio come risultante e momento
risultante proprio quel valori R e M che hanno per componenti le
stesse caratteristiche della sollecitazione T,, T,, N e M,, M,, M, cor-
rispondenti a quelle forze superficiali che soddisfano alle [80. 1].

81. Determinazione delle costanti.

Utilizziamo ora le sei condizioni globali di equilibrio [80. 3] per
esprimere le rimanenti sei costanti di integrazione a, a,, a,, b, b,, c
in funzione delle sei caratteristiche della sollecitazione T,, T,, N,
My, M,, M,.

Sostituendo nella terza delle [80. 3] Pespressione [78. 1] della ten-
sione normale o,3 otteniamo la forza normale N nella forma:

N = f (@ 4 a0, + aw, — @, (bya, + b,a,)] dA . (81. 1]
A

Poiche I'integrale non dipende dalla variabile x,;, mentre la particolare
scelta dell’origine O (x,, x,, x3), coincidente con il baricentro della se-
zione, comporta l'annullarsi dei momenti statici dell’area A rispetto
agli assi x,, x,, I’espressione precedente si semplifica nella:

N =ad, [81. 2]

e quindl la costante di integrazione a esprime in tal caso la forza nor-
male N per unita di area della sezione trasversale.

Analoga sostituzione della [78. 1] nella quarta e nella quinta delle
condiziont [80. 3] fornisce le seguenti espressioni dei momenti flet-

tenti M,, M,:
M, :f [axy + (@) — X3b,) @ 25 + (ag — 23D,) a’;g] dA,
A

[81. 3]
M, :f [a®, -+ (ay — 23b,) @F + (a3 — 23D,) @y 2,] A A,
A

da cul, introducendo 1 momenti di inerzia J,, J, e centrifugo J,, del-

’area piana A rispetto agli assi x;, @,:
My = (@ — x3b1) J1p + (a3 — @3b,) J
[81. 4]
My = — () — x30,) Jy — (g — @3b,) J 55 .

Per x; = 0 le [81. 3] si riducono ai valori dei momenti flettenti M9,
M3 agenti sulla base 4,, cioé:

M{l} — ‘11*]12 - %Jl: Mg — "“‘aflJz—asz: [31. 5]
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dalle quali possiamo dedurre le costanti a,, a, in funzione di tali
momenti:

0 = (VW + MY, = (MY, + MYJy), (8.6
essendo certamente diverso da zero il determinante D = J,J, — J2,
del sistema [81. 4]. Infatti D é un invariante in ogni trasformazione
ortogonale degli assi x,, x,: allora, se in particolare D’antipolarita di
inerzia viene riferita agli assi principali, per I’annullarsi del momento
centrifugo risulta: D = J J # 0.

11 significato delle costanti b,, b, si ottiene immediatamente svilup-

pando le [81. 3] con riguardo alle [81. 4]:
My = My — x5 (bdyy +bydy), My = M3+ @3 (byJp + byJy) . [81. 7]

11 confronto di tali relazioni con le [80. 4] relative ai momenti flet-
tent1 M,, M, permette di concludere immediatamente che:

Tzz_(lem“l"szl)a T1=_(51J2‘|‘b2J12)' [31. 8]

Risolvendo il sistema, il cui determinante ¢ ancora D = J;J, — J 7,
otteniamo 1 valori delle costanti b;, b, in funzione delle forze di taglio:
1 1

bl — _3 (T1J1"‘" Tlez) v bz — "—3 ("""" T1J12 + Tsz)' . [81- 9]

La forma delle espressioni trovate per le costanti a,, a, € by, b,
suggerisce di scegliere gli assi ortogonali x,, x, coniugatis rispetto all’el-
lisse centrale d’inerzia dell’area A e quindi coincidenti con glt asst prin-
cipalt d’inerzia x,, x,. Con tale scelta si annulla il momento centri-
fugo e le [81. 5], per J, = J,, J, = J,, s1 semplificano nelle:

0 O
Uy = — 2 , (o = b y [81. 10]

by = — 1 py=— 2 (81. 11]

Ognuna delle costanti a,, a, e b;, b, viene cosi a dipendere da
una sola caratteristica della sollecitazione M, M¢ e T,, T, rispet-
tivamente.

Rimane ormai da determinare la costante ¢ sostituendo le espres-
sioni [78. 8] delle tensioni tangenziali 75, T3, nhell’ultima condizione
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delle [30. 3] non ancora utilizzata. 11 momento torcente M, viene al-
lora espresso come somma di due integrali:

M, :J (X o — X ) dA +f (01 T3g — XoTg) A,  [81.12]
A A

dove 1l secondo, con riguardo alle espressioni [78. 15] per 75, € 7,, CON
b = 0, assume la forma:

f [— b, (220, — p@) + b, (2,22 —p2?) + ¢ (22 + a2)]dA . [81.13]

Introducendo per semplicita di scrittura i momenti di terzo or-
dine i1, Jossy J1109 100 TISPEtto agh assi o, @, ed 1l momento d’inerzia
polare J, rispetto al baricentro O (x,, x,, ;) potremo scrivere 1’inte-
grale [81. 13] 1n forma piu compatta e pervenire cosi alla relazione:

M, = fA('fUl Po— Ta@,) dA -
5 [ by (J 192 — ;Jlll) + by (S 112 — ;’Jzzz) + ¢dy],

che fornisce 11 momento torcente in funzione delle tre costanti di inte-
grazione b,, b,, c.

[81. 14]

82. Distribuzione della tensione normale.

Quando il sistema di forze superficialli applicate alle basi del ci-
lindro comporti come uniche caratteristiche della sollecitazione diverse
da zero la torza normale ¥ ed 1 momenti flettenti M,, M,, lo stato di
tensione s1 riduce alla sola componente o,,, poicheé risultano in tal
caso 1denticamente nulle le componenti tangenziali z,,, 7,, dipendenti
‘dalle forze di taglio 7, 7, e dal momento torcente M,.

La tensione oy, risulta tensione principale, o di trazione oy = o,
o di compressione gy = o, 11 quanto unica componente di tensione
agente sul piano della sezione trasversale e normale a questo. In en-
trambi 1 casi le altre due tensioni principali sono identicamente nulle:
lo stato di tensione e quindi monoassiale secondo ’asse principale x,
e qualsiasi coppia di assi ortogonali nel piano della sezione puo essere
riguardata come principale.

Con riferimento a1 valori [81. 2] e [81. 10] delle costanti di inte-
grazione a, @, a,, tenendo presente che, in assenza di forze taglianti,
i momenti flettenti [80. 4] s1 mantengono costanti lungo 1’asse x;, cioé
M, = MY, M, = M, Despressione [78. 1] della oy, pud essere scritta
in termini delle caratteristiche N, M,, M, nella forma:

_N Mlmz Mzml
A J, J,
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La coppia risultante M = (M,, M,) appartiene ad un piano (z, ;)
passante per 1’asse x,, ¢ quindi in tale piano sara possibile ridurre il
sistema costituito dalla forza N agente secondo x; e dal momento M
ad un’unica forza, ancora di intensita N, parallela a wx; ed applicata
in un punto C della sezione trasversale, di coordinate (per N, M,, M,
positivi secondo la convenzione adottata):

_ M, - _ M

Xy = — N Lo = ? [82. 2]

denominato ceniro div sollecitazione.
Introdotti i ragqgi principali centrali d’inerzia dell’area A attraverso
le note definizioni:

Jy =014, Jy=g4, 182, 3]
possiamo dare alla [82. 1] la forma:
N Ly Xy Lo Lo )
O3 = 1 4 -+ : [82. 4]
A ( 03 o

Ne deriva allora che il luogo dei punti della sezione dove risulta
nulla la tensione normale & rappresentato dalla retta & di equazione:

Xy 51 Ly 55’_2

1 -1, [82. 5]

03 i
detta asse neutro, intersecante gli assi x,, , nei punti X,, X, e situata
quindi da parte opposta di C rispetto al baricentro O della sezione.

Indicando con a e § gli angoli che 'asse x; forma rispettivamente
con gli assi & e », poiché risulta dalla fig. 60:

L T
tga = —S12L tg =%, [82. 6]
0g Ty L1
otteniamo la relazione notevole:
Q2

Q2

che permette, assegnato Passe di sollecitazione n e quindi ’angolo f,
di determinare la direzione dell’asse neutro & mediante Pangolo a.

La distribuzione della tensione normale o, risulta infine dal dia-
oramma, indicato in fig. 60, riportando i valori [82. 1] a partire da
una fondamentale parallela all’asse di sollecitazione z. Dato 1’anda-
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mento lineare delle o4, sara sufficiente disporre di due sole tensioni:
conviene riferirsi al valori o;; = 0 in corrispondenza dell’asse neutro &
e gy3 = N/A 1n corrispondenza della parallela baricentrica &, a questo.

I valorl massimo ¢’ ¢ minimo ¢" della tensione oy, si hanno nei
punti £ e P’ individuati dalle tangenti estreme al contorno della

sezione condotte parallelamente all’asse neutro. Di regola il valore

( "
P

5 &g

positivo viene assunto per le tensioni di trazione ed il valore negativo
per quelle di compressione. .

Alcune interessanti considerazioni possono essere tratte dall’esame
della [82. 5]: essa infatti subordina una corrispondenza di antipolariti

tra il centro di sollecitazione C e 1’asse neutro &, rispetto all’ellisse a
punti reali di equazione:

x| @
> | s 1, 182. 8]
09 01

cio¢ rispetto all’ellisse centrale d’inerzia dell’area A. Poicheé ¢ e & sono
rispettivamente antipolo e antipolare, le direzioni dell’asse neutro & e
dell’asse di sollecitazione n risultano coniugate rispetto all’ellisse cen-
trale di 1nerzia [82. 8].

Assegnato C, e quindi %, la determinazione di & puod essere cosi
ricondotta ad un ben noto problema di geometria delle masse, fondato
sulla proprieta proiettiva che la corrispondenza su » tra C e 'interse-
zione ¢’ di  con & & una involuzione ellittica di potenza:

00 - 00" = — ¢ . [82. 9]
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Nella [82. 9] g indica il raggio d’inerzia relativo all’asse baricen-
trico &, parallelo a &, quindi il raggio dell’ellisse centrale d’inerzia [82. 8]
secondo la direzione 7, coniugata a &, mentre il segno negativo esprime il
fatto che O e (' sono situati da parti opposte rispetto al baricentro O.

Dalle proprieta fondamentali dell’antipolaritd di inerzia si rileva
che, se il centro di sollecitazione C & esterno al nocciolo centrale di
inerzia dell’area A, I’asse neutro tagliera la sezione; al contrario, se C
e wnterno al nocciolo Passe neutro sara esterno alla sezione e questa
risultera integralmente soggetta a tensioni dello stesso segno, tutte di
trazione o tutte di compressione, a seconda del verso della forza nor-
male N.

Se il centro di sollecitazione coincide con il baricentro 1’asse neutro
diventa la retta impropria della giacitura &: la sollecitazione si riduce
ad una forza normale N che genera uno stato di tensione uniforme
nella sezione espresso dalla:

N
Gy = T [82. 10]

Se 1l centro di sollecitazione coincide con il punto improprio di %
’agse neutro diventa &;: la sollecitazione si riduce ad una coppia
M = (M,, M,) che genera uno stato di tensione espresso dalla:

M, x, M, x,

— — . 82. 11
O33 7, J, | ]

Anche in questo secondo caso ci si pud ricondurre ad una espressione monomia.

Sostituendo a M,, M, i loro valori in funzione di M, otteniamo la tensione o,, nella
forma:

T, 8in f T, COS ,8) 82, 12)

— M _
780 ( 7, J,

Slano poi H, X,, X, le intersezioni della retta antipolare dell’elemento generico

di area dA con gli assi #,x,, x, rispettivamente ; dalla similitudine del triangolo X,0X,
con 1l triangolo tratteggiato della fig. 61, abbiamo:

0X, - OH cos § = (0X, — OH sin B) OX, , [82. 13]
dove OX 15 (Eg sono definiti dalle particolarizzazioni della [82. 9] agli assi z,, «,, ciod:
00X, -0X] = —p3, O0X,-0X} = —p?, e quindi:

1 : :
1o/ { CsP_ M 51211 4 1 st b [82. 14]
OH 0X, 0X, 01 25

D’altra parte, se indichiamo con J, — 24 il momento di inerzia dell’area A
rispetto all’asse neutro & = £, & anche:

_ __ 1
OH - OH' = —g}, e per OH’ = n risulta: —— =— =,  [82.15]
OH Q¢
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Segue allora dal confronto delle [82. 14] e [82. 15] 1a trasformazione della [82. 12]

nella forma monomia:
0' — ’ .

che puo talvolta riuscire utile nelle applicazioni.

H

Fig. 61.

83. Distribuzione delle tensioni tangenziali.

Come risulta dalle [78.15], con riguardo alle relazioni [81. 11] e
[81. 14], le tensioni tangenziali 7y, 73, dipendono dalle forze di taglio
T, Ty e dal momento torcente AM,. La loro distribuzione puod essere
specificata soltanto dopo la risoluzione del problema al contorno, nella
forma di Dini-Neumann [78. 14] per la funzione armonica ¢ (x,, 2,) 0 nella
forma di Dirichlet [79. 9] per la funzione armonica coniugata v (x,, 2,).

a) Problemt particolart al contorno.

Considerando, ad esempio, il problema in termini della ¢ (z,, x,),
la forma [78.22] della corrispondente condizione ai limiti suggerisce
di scindere 1l problema al contorno per la ¢ (x; x,) in tre problemi
parziali per tre funzioni armoniche ¢, (2, %), @, (¥, X)), @, (X;, T,):

b, b C

@ (Ty, Xy) = — ? @y (74, 552)_'7 ®a (1, Ty) 5

@y (X1, &p) [83. 1]

indipendenti cosi dalle costanti b;, b,, ¢, al contrario della ¢ (z,, z,),
e le cul derivate normali verificano separatamente le tre seguenti con-
dizioni a1 limiti sul contorno C di A:

Ay . de " d e,
dqr; — (517(;} ——"VL’E%) Ty y d/nz — (:L‘% "*——’V.’L'?) o = LNy —— Ly Ny . [83. 2]
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Le funzioni ¢,, @,, ¢; sono compatibili nel senso dei1 tre corrispon-
denti problemi parziali di Dini-Neumann, come appare immediata-
mente dall’applicazione della trasformazione di Gauss ad ognuna

delle [83. 21:

f 4o ds Ef (23 — va5) nyds = 2f r,dd =0,
c dn C 4

j d P ds Ef (mg——-;ﬂ??) Nods = 2f Tad A = 0, [83. 3]
¢ dn C A

f YO qs Ef (oM — Ty M,) A8 = 0 .
c dn s,

In modo analogo possiamo considerare, in alternativa, il problema
in termini della v (x;, @y, ;) €, con riguardo alla condizione al con-

torno [79. 7], introdurre tre funzioni armoniche vy, (xy, &), P, (2;, X,),
W (24, To):
b, b, %

Y (L, ) = — Y Yy (g Ta) > Yo (01, Tg) + o v (X, @),  [83. 4]

indipendenti cosi dalle costanti by, b,, ¢, al contrario della vy (z,, @,),
e tali da assumere sul contorno C rispettivamente 1 valori:

w(s) = | (@3 —rad) day,  u(s) = [ (@§ —¥a}) day,
s 3 [83. 5]

pi(s) = § (@] + a3) .
Le tensioni tangenziali 74, 73 potranno allora essere ottenute per
sovrapposizione delle soluzioni dei tre problemi parziali al contorno

[83. 2] nella forma:

Ta1 = ‘%’ [b]. ((L‘? —;m% T ‘391,1) - bz P21 + ¢ (‘Pt,1 T 332)] ’

_ [83. 6]
Tgo = ‘% [, (mg — Y&y %,2) — b, P12 T C (9‘7’;,2 + )],
per cui P’espressione [81. 14] del momento torcente diviene:
- R
M, = — ?1 f (2 P12 — Lo 991,1) dA + Jige — vy | — [83. 7]
A _
b I
— —é%— J. (2 Yoo — Ly 992,1) dA + Jyp — vdggs| +
LV 4 §

_|_.

0T :
— J. (%) Q0 — T pi1) A + Jo| .
2 W4 d
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(Qualora si considerino 1 tre problemi al contorno [83. 5] si otten-
gono espressionl analoghe pur di sostituire alle derivate parziali delle
funzioni ¢, @,, ¢, le derivate parziali delle funzioni v,, v,, v, legate
alle prime da relazioni di monogeneita del tipo [79. 10].

Deduciamo dalla [83. 7] che in assenza di forze taglianti T,, T,,
cioe per valori identicamente nulli delle costanti b,, b,, il momento
torcente dipende esclusivamente dalla costante e¢. Al contrario, in as-
senza di momento torcente la costante ¢ non si annulla identicamente
ma, come combinazione lineare delle costanti b,, b,, viene a dipendere,
in definitiva, dalle forze di taglio 7,, 7T,. La condizione ¢ = 0 non
conduce cosi all’annullarsi del momento torcente ma impone sempli-
cemente una relazione tra 7, 17,, M,.

L’aspetto delle [82. 3] e [82. 4] suggerisce di ricondurre il problema a due problemi
piu semplici:

I) Un problema caratterizzato dalla condizione ¢ = 0 ed al quale corrispon-
deranno, in generale, tre caratteristiche di sollecitazione diverse da zero T,, T,, M;,
o anche, se voghamo, una sola forza T = (T,, T,) applicata in un punto C, della
gezione trasversale, distinto dal baricentro, le cui coordinate xy, 3 sono fornite dalla
particolarizzazione della [82. 4] al caso ¢ = 0:

fl(mlraz — Xy Tyy) A A = xf T, —xyT,, [83. 8]

che deve valere per ogni scelta arbitraria di 7', T, e dove alle tensioni tangenziali
sotto 1l segno di integrale sono da attribuirsi i valori [82. 3] per ¢ = 0.
Le coordinate z3, 7 sono date dalla [83. 7] scritta per ¢ == 0:

-

w;k = fﬁ(ﬂclfpz,z — ﬂ52‘5‘5'2,,1) AdA + Jyy — v

(83. 9]

-

Ty = 27, _fﬁ(%%,z — Zo@1,1) dA 4 Ty —vJ 3y, | ,

ad

e dipendono esclusivamente dalla sezione trasversale e dal rapporto di Poisson del
materiale. Esse individuano il punto Cp, definito centro di taglio.
1I) Un problema caratterizzato dalla condizione b, = b, = 0, al quale corri-

sponderanno tre caratteristiche della sollecitazione diverse da zero 1y, Ty, M,
talr che:

fd(fazml ~— Ty &y) dA = M, — ¥ T, + xS T, , (83. 10]

dove alle tensioni tangenziali sotto il segno di integrale sono da attribuirsi i valori
[82. 3] per b, = b, = 0.

La soluzione del problema & ottenuta sovrapponendo le soluzioni dei problemi
I) e 1I).

L’introduzione del centro di taglio U permette di semplificare ’analigi del problema,
relativo alle tensioni tangenziali ,;, 7,3, separando gli effetti del caso ¢ — 0 da quelli
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del cago b; = b, = 0 con l'artificio di conglobare il momento torcente nella forza di
taglio alterandone il punto di applicazione.

A tale circostanza viene fatto di solito riferimento con la affermazione alquanto
ambigua che la presenza di una forza di taglio da luogo ad un momento torcente.
Poiché T'e M,, come caratteristiche della sollecitazione devono risultare indipendenti
appare manifesta la improprieta di una tale locuzione.

b) Sezioni simmetriche.

Lia separazione degli effetti dovuti al taglio T ed al momento tor-
cente M, dipende dunque in modo essenziale dalla forma della se-

il ~aiif-
X 1 X 1 S
dx, dx,
|
dn;_'__ >y dn
dx o dx 2
_ n S n
n
X X,
a) b)

Fig. 62,

zione: ¢ prevedibile che detta separazione riesca effettivamente pos-
sibile in presenza di andamenti particolari del contorno.

Quando la sezione possiede un asse di simmetria, ad esempio 2y
devono risultare nulli gli integrali estesi all’area A delle funzioni di-
spart 1n x,, per cui & identicamente: J,,, = J;;; = 0. D’altra parte,
con riferimento alla fig. 62 a), i coseni direttori n, e n, della normale
al contorno sono funzioni rispettivamente pari e dispari in x,, per
cul la derivata normale:

191 _ S 83. 11
P P11M T PraMe = (T] — v&3) Ny, [83. 11]

risulta pari in x, e quindi le derivate parziali della 1 Py port In x,
e @o dispart In w,.

In conclusione risulta nulla nella [83. 7] Dintera espressione che
moltiplica la costante b, e quindi se il taglio 7 si riduce all’unica
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componente T,, cioé b, = 0 per T, = 0, il momento torcente dipende
soltanto dalla costante c.

Analogamente, se la sezione possiede un asse di simmetria ,
[fig. 62 b)], sono identicamente nulli J,, = Jy, = 0, come funzioni
dispari in x;, mentre la derivata normale della funzione g,:

d _
d(f; = QoM T Paolly = (m% — vm%) YD [ 33. 12]

riesce pari in x;, come conseguenza del fatto che ora n; e dispar:t in x,
e n, & part in ;. Le derivate parzialli sono rispettivamente: @,; di-
spari in x; € @,, pari in x;; € dunque nullo 1l coefliciente della co-
stante b, nella relazione [83. 7]. |

Allora nell’ipotesi che il taglio 7' s1 riduca all’unica componente 7,
cio¢ b, = 0 per T, = 0, il momento torcente dipende soltanto dalla
costante c.

In entrambi i casi la derivata normale della funzione ¢;:

d @,
an

= Q1M T QoMo = ToNy — X1 Ny [83. 13]

risulta dispari sia in «; sia in x,, e quindi le derivate parziali devono
essere: ¢, dispart in x, € part 1IN I;, @, part I X, € dispart 1N .

Qualofa la sezione ammetta due assi di simmetria x,, #,, sono iden-
ticamente nulli entrambi i coefficient1 delle costanti b,, b,; percio anche
in presenza di una forza di taglio generica 1 = (1), T,) 11 momento
torcente dipende esclusivamente dalla costante c.

In ogni caso di sezione simmetrica sollecitata a taglio secondo
l’a-sse, o gli assi, di simmetria ¢ valida P’espressione:

0T ]
M, = 5 f (2 Peo — Lg 9%,1) dA -+ J,|, [33. 14]
v 4 E

anche in presenza di forze taglianti.
Una interessante trasformazione ! della [83. 14] si ottiene osser-

vando che l'integrale doppio puo essere anche scritto, con riguardo
alla formula di Gauss ed alla condizione al contorno [83. 13]:

183, 15]

d
f [(21@¢) 2 — (P294) 4] dA :f @y (1 Ny — XTaMy) A8 = —f P L as,
A C c dn

! Malgrado la sua semplicitd la formula [83. 17] appare per la prima volta, incidentalmente, nella

tesi di M., STONE, Flectrical analog wn the study of torsion, Abstracts of Theses, Grad. School Univ.
Pittsburgh, 9, 265-274 (1933).
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e successivamente riportato in un integrale doppio:

— | ouloum + pum) ds = — [ [ + (gl d4 . [83.16

In definitiva, essendo ¢, (x;, x,) armonica 1n A (Vg¢, = 0), otte-
niamo :

C
2

M, =

To—| (91 + gl) 4], [83. 17]

dove l'integrale al secondo membro e 1l cosiddetto entegrale div Di-
richlet 1ndicato di solito con D [q,].

L’espressione del momento torcente assume cosi la forma compatta:

C

M,
2

(So—D[@l), [83. 18]

assal utile 1n certe applicazioni.

c) Tensront tangenzialt medie.

Riprendiamo ora in esame il caso generale di sezione generica e
limitiamo 1n essa un’area parziale (2 mediante una retta r interse-
cante il contorno in due punti A, B come indicato in fig. 63.

Consideriamo lintegrale, esteso a tale area 2, dell’espressione for-
nita dalla seconda delle [78. 7]:

1(£) =fﬂ(731,1 + Tgep) A L2 :fﬂ(bl$1 -+ bytty) d L2 [83. 19]

Asgsegnati alle costanti b,, b, 1 loro valori [81. 11] ed introdotti 1
momenti statici 8;(£2), 8;(L2) dellarea £, individuata dalla retta r,
rispetto agli assi x,, @,, 'integrale diviene:

H—

1(02) = _ | TI‘S:;(Q) | Tz’il(g) . [83. 20]

i

D’altra parte lo stesso integrale puo essere trasformato con la for-
mula di Gauss in un integrale esteso al contorno s() dell’area £,

composto dal tratto rettilineo r = AP e dal tratto curvilineo s, = BA
nel senso indicato come positivo i1n fig. 63:

I(02) =f (T31 M + TaaTly) AS . [83. 21]
8 ()
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Ora, per le condizion: di equilibrio al contorno [77. 4] la funzione
integranda ¢ nulla su s e quindi su s,, per cui 'integrale [83. 21] si
riduce al solo tratto rettilineo r dove 1 coseni direttori assumono i
valori: n, = %y, Ny, = #,.

%B

X2 ¥
Fig. 63.

In coneclusione, confrontando la [83. 20] con la [83. 21] e indicando
con Ty, Tgp 1 valori medi delle tensioni tangenziali sul tratto r, otte-

niamo la relazione:
L 1 [ T,8,(2)
T Ny 1 Taaly = |

¥ J o

-

Ty8,(82)
J ’

[83. 22]

da cui il valore medio 7, della componente della tensione tangenziale
sulla normale a r:

e

1 [ T,8(2) | T,8(2)
T — - | - 3.2
O 7 83. 23]

- ol

I1 valor medio della tensione tangenziale dipende esclusivamente
dalle forze di tagho T,, T, e non dal momento torcente M,: una
scelta opportuna della retta r, precisamente parallela a x;, o a x,, per-
mette di determinare, per #, = 0, fi, = 4 1, oppure %, = 0, %, = + 1

1 valorl med1 di ciascuna componente della tensione tangenziale.

84. Stato di deformazione.

La conoscenza delle component: di tensione o4, espressa in forma
finita dalla [78. 1], e 74, T3, Ottenute come soluzioni del problema al
contorno [78.14] o [79. 13], c1 permette di ricavare le componenti di
deformazione [15. 2] dalle relazioni [40. 8], valide per un solido ela-
stico omogeneo isotropo, quando 1n esse venga tenuto conto delle
ipotesi fondamentali [77. 1] del problema di Saint-Venant.
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In termini del modulo di elasticitd normale F, definito dalla [40. 10],
e del rapporto di contrazione trasversale », definito dalla [40. 13}, otte-
niamo le tre componenti di deformazione con indici uguali, cioe le
tre dilatazioni lineari:

4 14

En=U13 = — I Og3y E9p== Ugg = ——7 Oggy €99 = Uz Z—E G339 [34. 1]

b

essendo * u,, u,, %y le componenti di spostamento secondo la terna
X1y Loy Lg.

In termini del modulo di elasticita tangenziale u, definito dalla
[40. 17], otteniamo le tre componenti di deformazione con indici di-
stinti, cioé, a meno del fattore 1/2, le tre dilatazioni angolari:

1

E1g = Eg3 = o (Uy 0 + Usq) = 0,
1 1

€93 = €30 = o (’“’2,3 -+ %3,2) = 2 T32 9 [84. 2]
1 1

€31 = &3 = o (%,1 +- “1,3) — 2 T3y -

Consideriamo ora le tre componenti di rotazione dell’elemento ge-
nerico in sé, ottenute specificando le [16. 7] nel riferimento attuale z,,
z,, T, con riguardo alla convenzione sui segni adottata nel § 16, tig. 8
e conservata nella definizione dei momenti M,, M,, M, di cul al § 80,
fig. 59. Riguardando dunque come positive le rotazioni che nei tre
piani coordinati tendono a sovrapporre rispettivamente x, — «,,
T, —> Tz, Ty —> &, Saranno positive le componenti:

Wy == 127 (Ugq — Uy o) nel piano (z;%,),
gy = % (Uzp — Ug3) Nel plano (T,73), [84. 3]

Le derivate rispetto alle coordinate possono essere espresse, come
mostrammo nelle [17. 7], in termini delle derivate delle componenti
di deformazione, cioé, tenendo presente che ora ¢ &, = 0 mentre &),
£, SONO indipendenti dalla variabile xs:

W1 = €112 3 Way1 9 = %221 3 Wo13 = €321 7 €312
W31 = €312 9 W399 = E329 = €223 3 Wogz3 == €332 9 [34. 4]
W31 = €113 €311 9 Wy3e = — €321 9 W33 — — €331 -

15 — BarLpaccl, 1.
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Le derivate miste delle componenti di spostamento si ottengono
dalla [16. 1] per 7 # j:

Ug 4 Way 5 Uz o = E33 T Wgs = &3 T (i3,

H@
o
|

(84. 5]

Uyg = Wypy,  Ugg = &3 T Wa3, Uy = &3 + Wy,

ed hanno 1l significato geometrico di rotazioni nei piani (x,a,), (x,2,),
(x3;) degli elementi lineari inizialmente paralleli agli assi x;, x,,
rispettivamente.

Infine, tenendo presenti le [84. 1] e [84. 5] otteniamo i differenziali
delle component:1 di spostamento nella forma:

dity = e d¥y) + wpd®, - (85 + o43) dag,
Woy ALy ~+ E90d Ty - (€a3 1+ y3) dixy [34. 6]
duy = (&g + wgz) dvy + (&30 + 03) ATy + £g3d 2y .

L’integrazione ettettiva delle [84. 6] non ha interesse nella presente
trattazione generale: ad essa ricorreremo nel successivo Cap. IX per
lo sviluppo di alcuni casi particolari. Le proprieta generali dello stato
di deformazione del cilindro di Saint-Venant possono essere discusse
in modo sistematico senza ricorrere alle componenti di spostamento,
ma sulla base esclusiva delle relazioni sopra riportate: tale analisi sara
svolta nel successivl §§ 35-86, separatamente per la deformazione
assoclata alla tensione normale e per quella associata alle tensioni
tangenziali.

|

d U,

85. Deformazione associata alla tensione normale.

Alla componente normale di tensione ., corrispondono le tre com-
ponenti di deformazione ey, &,, &5 espresse dalle [84. 1], dove in luogo
di o33 possiamo Introdurre le caratteristiche della sollecitazione N, M,
M, mediante la [82. 1].

Vediamo cosl che le fibre longitudinali del cilindro di Saint-Venant
subiscono dilatazioni lineari:

1 (N M, x, Mzwl)
)

A, J,

gy =
33
K

185. 1]

proporzionali alla distanza delle fibre stesse dall’asse x;, mentre le
fibre trasversali, rispettivamente parallele agli assi «,, «,, subiscono
dilatazioni lineari: ’

e L

I

811 _— 822 —

P (N M Mmoo
A Jl J2 S 33 ? ¢

v volte minori delle precedenti e di segno contrario.
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In assenza di forze taglianti 7,, T, e di momento torcente M,
risultano identicamente nulle le tensioni tangenziali 7., 75, € di con-
seguenza, per le [84. 2], le componenti di deformazione e,,, £4,, oOltre
la &,. In altri termini, quando lo stato di tensione si riduce alla sola
componente o,;, due elementi lineari, ortogonali prima della deforma-
zione e paralleli ad una coppia qualsiasi di assi coordinati, si manten-
gono ortogonali. l’asse x; ¢ dunque direzione principale sia per lo
stato di tensione, sia per lo stato di deformazione.

Ogni elemento lineare parallelo a x; subisce una dilatazione, di-
versa per ogni fibra longitudinale ma costante con x,. In particolare
la variazione di lunghezza dell’asse del cilindro si ottiene integrando
la [85. 1] nell’intervallo (0, ) per @, = 0, z, = 0:

: NI
Al Ef (e33)0 A3 =

85. 3
: A [85. 5]

e dipende quindi dalla sola forza normale.

La dilatazione superficiale 4 , = A4,, di un elemento del piano (x;x,)
risulta definita per deformazioni infinitesime dalla [15. 4] e quindi nel
caso presente:

A].Z = 811 _l_ 822 _— 21’833 . [85. 4:]

La variazione di area della sezione trasversale:

o p /N M o 29 N
AAEf Apydd =—22 ( Wit 2m1)dA:-—— e [85. 5]
) gl \a T, 7, 7

dipende cosi dalla sola forza normale e rappresenta una contrazione
dell’area A per N positiva, cioe di trazione.

La dilatazione cubica 4, definita per deformazioni infinitesime
dalla [15. 5], risulta ora:

Ap =& + € + 33 = (1 —2v) &35, [35. 6]

per cul la variazione di volume dell’intero cilindro:

av = | apav =
V
1 —2y 1 N M M 1 — 2v) N1
_ vfdwgf ( 172 zml)dA:( DA 8.7
g J 7 AT, 7, E

dipende anch’essa dalla sola forza normale.
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Le derivate [84. 4] delle componenti di rotazione dell’elemento ge-
nerico in se divengono nel caso in esame:

y M, v M,
Woy1 1 == , Wgy o == ’ Woy3 — Y,
s EJ]_ 3 EJz 3
= () — 0 My 85. 8
W37 — VUV, W32 — U, W3p 3 == o ] ]
1
M
2
w131=0, w132=0, Wigg = 9
3 ’ EJz

e dipendono esclusivamente dai momenti flettenti. Ora, in assenza di
dilatazioni angolari, le rotazioni [84. 5] si riducono alle sole Compo-

Fig., 64.

nentl ottenibili dalle [85. 8] e risultano quindi indipendenti dalle
variabill x,, x, sia la rotazione Uz o = w3y Nel plano (z,r,;), perché
0, sia la rotazione U3, = — wy3 nel plano (x,x,), perche
W33 = Wyze = U.

Ne deriva che la sezione trasversale si deve conservare piana nel
corso della deformazione. Tale proprieta discende cosi dall’impostazione
del problema di Saint-Venant: tuttavia & opportuno ricordare che Ia
conservazione delle sezioni piane pud essere assunta come 1potesi,
svolgendo su questa base una trattazione elementare della flessione,
dovuta a Navier e talvolta ancora utilizzata.

Operando ora una trasformazione ortogonale degli assi x,, @, negli
asst &, {, come mostrato nella fig. 65, si indichino le componenti del
vettore o con un solo indice, in analogla con la stessa notazione adot-
tata per 1 momenti, e precisamente 1’indice che caratterizza la nor-
male al plano sul quale agiscono, cio¢: w; = w,,, We = W3, Wy = Wyy.

|
|

Wga1 = W3z

|
|
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Nel nuovo riferimento le componenti w, = w,,, w, = w4 risultano:

ws = w; COS a - w, Sin a ,
[85. 9]

w, = — wy 81N a 4 w, COS a,

mentre, tenendo presenti le [{85. 8], le derivate rispetto a x; di tall
componenti assumono I’aspetto:

1 /' M M
wm:—-——( = cos a - 28111(1),
’ B\ J J s
[85. 10]
1 /' M M
Wr q == ——— 08 @ — —= gin a) .
=2 B\ J, J

La w;3 sara nulla nel caso in cui ’asse & assuma una direzione,
individuata da tg a = x,/x;, tale che:

M, x, M,y
J, J 5

— 0. (85. 11]

Confrontando questa equazione con la [82.11] scritta per oy = 0
si deduce che la curvatura w,s nel piano (&xg) si annulla quando &

Fig. 65.

covncide con la parallela baricentrica all’asse neutro e quindi { € mor-
male a &.

La configurazione deformata dell’asse del cilindro dovuta al mo-
mento flettente M = (M;, M,) é dunque contenuta in un piano ({x,)
normale all’asse neutro & ed ¢ rappresentata da una linea a curva-
tura costante w,, diversa da zero, cioe da un arco di cerchio.

A tale linea daremo il nome di linea elastica ed al piano ({x;) piano
di flessione. Poiche, in generale, 1’asse di sollecitazione » non & ortogo-
nale all’asse neutro, possiamo concludere che il piano di flessione ({x,)
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non coincide con il piano di sollecitazione (7x;) ma forma con questo
un angolo di deviazione d. Tale circostanza giustifica il nome di fles-
sione deviata attribuito talvolta alla flessione dovuta ad un momento
generico M = (M, M,), per distinguerla dalla cosiddetta flessione retta,
dovuta invece ad un particolare momento M, caratterizzato da una
sola componente di sollecitazione, M; o M,, diversa da zero, e agente
quindi in un piano normale ad un asse principale d’inerzia della se-

&
O
IV
S 8
O
N
& 0\
"U'
ey 9
. \©
@ A\
& 5%
,"’ &
ﬁ
 —
X 1 . %
- G
O
H o= LU&JE
M
g
o
%
®
£
-
Y %
X
Fig. 686.

zione, x, 0 ¥, rispettivamente. A tale caso particolare corrisponde
evidentemente un asse neutro, x; o x,, perpendicolare all’asse di sol-
lecitazione, x, 0 x;, ed una deviazione J = 0 del piano di flessione dal
piano di sollecitazione.

Da relazioni formalmente analoghe alle [85. 8], ma riferite alla
terna ortogonale (&, {, ;) anziche alla terna principale (x;, Loy L3),
otteniamo inoltre le curvature degli elementi lineari inizialmente pa-
rallel1 agli assi &, (:

[85. 12]

dove la seconda vale w,; = 0 se & & parallela all’asse neutro.
Abbiamo visto che I’asse x; ¢ asse principale anche per lo stato di
deformazione, cioé due elementi lineari ortogonali, inizialmente pa-
rallell agli assi @x;, { rispettivamente, devono mantenersi ortogonali
(¢3; = 0) nel corso della deformazione. Percido la linea elastica deve
incontrare perpendicolarmente i piani delle sezioni trasversali nella
configurazione deformata: questi devono formare un fascio il cui so-
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stegno ha traccia C sul piano ({x;). L’arco di cerchio che costituisce
la linea elastica ha centro in € e raggio R = 1/x, mentre tutte le
fibre inizialmente parallele a x, si dispongono secondo archi di cerchio
concentriei.

La seconda delle [85. 12] mostra che nel piano (x,, x,) della sezione
trasversale la corda baricentrica parallela a § s1 deforma 1n un arco
di cerchio di raggio 1/» volte maggiore di R. Le corde parallele a ¢
si mantengono invece rettilinee nel corso della deformazione e ruo-
tano in modo da risultare ortogonali al cerchio suddetto.

T
.— T ~
& [
&
|

Fig. 67.

I precedenti risultati appaiono nella fig. 67 dove la sezione tra-
sversale ¢ stata assunta di forma rettangolare per maggiore evidenza
di rappresentazione.

Infine, integrando nellintervallo (0, /) la curvatura » = g j:

I + M M
Aw:fw dx., — 1 cos a 2
o o E(Jl i J o

sin a)  [85.13]

otteniamo la rotazione relativa tra i piani, inizialmente paralleli, con-
tenenti le sezioni trasversali terminali del cilindro.

I1 lavoro di deformazione dovuto alla tensione normale risulta dalle
relazioni [81. 1] e [84. 1]:

1 1
U, = ""“f O3zEga AV = f (

da cui sviluppando e tenendo conto che x;, x, sono assi principali
centrali d’inerzia:

1 N MR MO
U, — f ( Mt B z)dcv '85. 15]
oB J \ 4 = J; J, 07

N M M,z \*
L 1% 2331) dV,  [85.14)]
A J, 7,
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e per moment1 flettenti costanti, come avviene in assenza di taglio:
N2 M1 M1

U — | | .
2EA ' 2EJ, ' 2EJ,

[85. 16]

Lia particolare scelta del riferimento O (x,, x,, x;) adottata permette
di separare nell’espressione del lavoro di deformazione i contributi do-

vutl rispettivamente alla forza normale N, al momento flettente M,
ed al momento flettente J1,.

86. Deformazione associata alle tensioni tangenziali.

La presenza delle forze taglianti T, T, e del momento torcente M,
comporta uno stato di tensione caratterizzato dalle componenti tan-
genziall 7y, 75 € dalla componente normale dovuta ai momenti flet-
tentl variabili necessari per ’equilibrio rigido del cilindro e indotti,

attraverso le costanti b, b,, dai tagli ad esse associati, come mo-
strano le [&81. 11].

a) Consideraziont generals.

Limitandoci ad esaminare Deffetto sulla deformazione delle gsole
tensioni tangenziali, possiamo subito osservare che alle tensioni 7, 7,
corrispondono le componenti di deformazione ¢, £, date dalle [84. 2]
e le componenti di rotazione dell’elemento in s¢ w,, w,, w,; date
dalle [84. 4] per &; = €y = €33 = 0.

Le componenti di rotazione mnel piani (z;a,), (X,25), (x32,) degli ele-
menti lineari, inizialmente paralleli agli assi z;, x,, x; rispettivamente,
sl ottengono allora dalle [84. 5]. In particolare, nel piano (z,x,) gli ele-
menti lineari inizialmente paralleli all’asse «,, € nel piano (x,2,) gli ele-
ment1 lineari 1nizialmente paralleli all’asse x,, subiscono rotazioni Us o,
u3 ; che dipendono in modo complesso dalle derivate delle funzioni

@1 (T, T)y, @y (X1, @)y, @;(x;2,) € non si prestano ad una discussione
significativa, almeno in generale.

La rotazione locale nel piano (x,x,), poiché &, — 0, coincide con la
rotazione dell’elemento generico in seé, risultando:

Ug 1 = Wgp = —— Wy = — Uy o . [86. 1]

Con riguardo alle [84. 4] essa ha variazioni nulle rispetto a x;, =,
mentre la sua variazione x, — w,, 5 lungo 1’asse x,, coincide a meno
del fattore 2u con il secondo membro della prima [78. 7], cioé:

1 _
Hy = Mgy 3 = o (¢ + v (byxy — byy)], _ [86. 2]
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ed esprime la torsione delle fibre inizialmente parallele all’asse x,. La
legge di variazione [86. 2] mostra come la deformazione della sezione
nel proprio piano (z;x,) sia composta da una rotazione rigida ¢/2u e
da una distorsione variabile da punto a punto, dipendente esclusiva-
mente dai tagli 7, T, che intervengono nelle costanti b,, b,.

b) Deformazione dovuta al momento torcente.

In assenza di taglio la costante ¢ dipende dal solo momento tor-
cente M, e la [86. 2] diviene semplicemente:

0221&?{5. [86.3]

Le rotazioni nei piani (w,u;), (w37,) degli elementi lineari inizial-
mente paralleli agli assi x,, x, rispettivamente, cioé:

Ug g == €33 -1~ Wggy  Uzq = &g + Wy , [36. 4]

possono essere determinate in termini della torsione .

dx, /
’l

Fig. 68.

Infatti le componenti ey, &, risultano dalle [84. 2] ponendow per
Taay Ty 1 Valori ottenuti dalle [83. 6] per b, = b, = 0:

%t h’t

€3z = 5 ((Pt,z + ), €31 = 5 (‘Pt 1 — &a) [86. 5]

mentre le derivate delle ws,, w; divengono con riguardo alle [84. 4]:

i My

W39 1 = o (99#,12 — 1), W32 9 = o Pt 22 3 Wz 3 — 0,
[86. 6]
o7, o7,
W11 == "'2"‘ Pt 11 W31,2 = D) (%,12 + 1), Wy 3 = 0.
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Otteniamo cosi, integrando le precedenti equazioni differenziali, le
componenti di rotazione dell’elemento In se:

i "t

Wgg = o (Pra— 1), g = o (®Pr1 T Za) s [36. 7]

a meno di due costanti che esprimono le rotazioni rigide d’insieme
intorno agli assi x,, ¥, rispettivamente.

Sostituendo le espressioni trovate [86. 5] e [86. 7] nelle [86. 4] ab-
biamo infine le rotazioni:

Ug o — X1 Pt 2, Ug 1 = %P1 | 36. 8]

per cui la sezione trasversale subira un ingobbamento fuori del proprio
piano (x,x,) anche in presenza del solo momento torcente.

Tale ingobbamento risulta nullo se, e solo se, ¢;; = ¢, = 0. In
tal caso si annulla identicamente la derivata normale della ¢, (7, @)
e la condizione al contorno [78. 22], per b, = b, = 0, sara soddisfatta

purche:
LoNy — By Ny = O, [36. 9]

In altri termini, ricordando le relazioni [77. 5] tra i coseni direttori
della normale e della tangente al contorno, l’equazione difterenziale
di questo, corrispondente a tale particolare situazione, deve risultare:

o dry + odxy = 0, [86. 10]

da cul integrando discende l’equazione in termini finitl di una cir-

conferenza.
Possiamo dunque affermare che la sezione trasversale del cilindro

soggetto ad un momento torcente rimane piana quando il suo contorno

ha la forma circolare.
Sempre nel caso particolare di solo momento torcente esprimiamo

la costante ¢ delle [83. 18] mediante la [86. 3] in modo da poter scri-
vere la seguente relazione tra il momento torcente M, e la torsione x;:

My = mp (Jo— D). [36. 11]

L’espressione trovata mostra che per ottenere una deformazione
torsionale assegnata x;, € necessario un momento torcente M, tanto
pitt grande quanto maggiore ¢ il prodotto u (J,— D[¢,]), denominato
rigidezza a torsione, e dipendente: dalle caratteristiche elastiche del
materiale attraverso il modulo tangenziale u, dalla forma e dalle di-
mensioni della sezione trasversale attraverso J, e D[¢,].
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Un problema di notevole Interesse ha per oggetto la determina-
zione della forma di sezione che, a parita degh altr1 parametri, pre-
senta la massima rigidezza.

L’integrale di Dirichlet D[¢,] ¢, per sua definizione, una quan-
tita essenziale non negativa:

Y

Dlg) = | (4F,+ gha) dA > 0, 86.12]

A

e la rigidezza a torsione sara quindi massima per quella particolare
forma di sezione alla quale corrisponde 1l minmimo di D[¢,]. Tale mi-
nimo ¢ evidentemente lo zero e viene raggiunto per una funzione
@, (71, ) le cul derivate parziali annullino la [86. 12]; cio¢ per ¢,, = 0,
o = 0 € quindl @ (¥, ;) = cost.

Una funzione siffatta ¢ certamente armonica e verifica cosi 'equa-
zione differenziale del problema V ¢, = 0. Per essere una soluzione
del problema dovra verificare anche la condizione al contorno [78. 22]:
con ragionamento identico a quello che c¢1 ha condotti alla [86. 10],
possiamo quindi affermare che la sezione circolare offre la rigidezza
torstonale massima.

Per tale motivo conviene riferire la rigidezza torsionale di1 una
sezione generica u (J,— D[¢,]) a quella J, della sezione circolare, 1n-
troducendo 11 cosiddetto fattore div torsione ¢, definito dal rapporto:

I,

— : 1 86. 13]
Jog— D[ g]

q

e che offre 1l vantaggio, rispetto alla rigidezza torsionale, di dipen-
dere esclusivamente dalla forma della sezione e non dalle sue di-
mensionil.

In termini del fattore di torsione ¢ la relazione tondamentale
[86. 11], risolta rispetto alla torsione x,, diviene:

M,

86. 14
A [ ]

"y —

e rappresenta ’espressione consueta impiegata nelle applicazioni.

Nella discussione precedente abbiamo i1mplicitamente supposto J,> Dig,]:
potrebbe sorgere il dubbio che c¢id non si verifichi e la rigidezza torsionale diventi
negativa. E evidente I’assurdo fisico di una ipotesi siffatta, perché in tal caso ad un
momento torcente positivo dovrebbe corrispondere una rotazione torsionale negativa,
o viceversa. D’altra parte una teoria deve essere non contraddittoria in sé¢ ed ogni
dimostrazione contenuta nell’ambito della teoria stessa: 'impossibilita della situa-
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zione prospettata deve quindi emergere da considerazioni puramente analitiche.
S1 considerl a tale scopo 1’espressione:

Jo — D@} :f (@} + 5‘33 — @1 — Pi2) dA 186. 15]
4

che, tenendo presenti la [83. 14] e la [83. 17], pud essere scritta formalmente:

Jo— D] :J (21 + 25 — 2 (01915 — Zoqpry) + 971+ @FaldA =
A

[86. 16]
:f [y — @r0)* + (2 + @1)2]dA > 0.
A

51 deve escludere evidentemente 'annullarsi di tale espressione perché ¢id condur-
rebbe alla condizione impossibile: ¢,, = x,, ¢,; = —x,. L’integrale di Dirichlet
¢ dunque limitato superiormente dal momento polare d’inerzia: la rigidezza torsionale
non puo essere nulla o negativa ed il fattore di torsione infinito o negativo.

¢) Lavoro div deformazione.

11 lavoro di deformazione dovuto alle tensioni tangenziali 74, 74,
risulta:

U, = %JV(Q Tg183 + 27T5085) d V), [36. 17]

e tenendo presenti le relazioni [83. 6] e [84. 2], anche:

[
U, = f {["‘“' by P1,1 — by Po1 T C@y 1 T
Su v4

+ b, (33% — vx5) — ex,)% 4 [— by ®1,2 — by P2 2 [86. 18]
+ C@a 1+ by (@5 — vaoy) + e )*pd A .

Sviluppando 1 quadrati indicati, se la sezione e simmetrica rispetto
ad entrambi gh ass1 », @,, il carattere pari o dispari in x,, x, delle
varie funzioni sotto 1l segno di integrale, sulla base dei risultati otte-
nuti nel § 82, permette di ridurre I’espressione precedente alla:

byl _ _
U, = 2= | [g%a+ o+ (0] — 503 (2l —Faf—2g, )] 44 +

by ! 2 2 9  — 2y, 2 = _9
+- y [ 951+ @32 + (5 —vay) (g — vy —2 P2.2) ] dA + [86.19]

¢l 9 2 9 2
+ 8u Y4 [‘Pt,l - P¢, 2 + Ty + g —2 (%,25‘31’_ %,1%)] dA .
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Osserviamo inoltre che, per quanto riguarda 'ultimo termine del
terzo integrale, una trasformazione analoga alla [86. 16] permette di
sostituirlo con 2 (¢, + ¢7).

Kspresse allora le costanti b;, b, mediante le corrispondenti forze
di taglio 7, T, in base alle [81.11] e la costante ¢ mediante il mo-
mento torcente M, in base alla [83.17], valida, per sezione simme-
trica rispetto ad entrambi gli assi x;, @5, anche in presenza di taglio,
introduciamo le notazioni:

K—l__ 1 [ 2 2 2 a2 2_ = 2_2 dA
1 4J§ P @11 1T @10 T (] —rx3) (0] —ra; 991,1)] ’

1 _ _
2 = 4J° fﬁf@g,l - ‘Pg,z + (23 —vay) (v5—va;—2 Po2)]d A, [86.20]

Ky = | [0} +a}—(gs+ 9lalldd =T, —Dly.)

In definitiva otteniamo il lavoro di deformazione associato alle

tensioni tangenzialli nella forma:
2

151 |

T
I

’ 2 ul,

T21
2 u kK,

M:T
2uk,’

|
|

[86. 21]

dove uk,, ukK, sono le due rigidezze a taglio secondo gli assi z;, @,
rispettivamente e K, ¢ la rigidezza a torsione.

Possiamo cosl concludere che per sezioni simmetriche rispetto ad
entrambi1 gli assi € possibile separare nell’espressione del lavoro di
deformazione 1 contributi dovuti rispettivamente alla forza di taglio 7,
alla forza di taglio 7, ed al momento torcente M,.

Nelle applicazioni, anziche alle rigidezze K, si usa fare riferimento
a certi rapporti adimensionali che offrono il vantaggio di dipendere
esclusivamente dalla forma della sezione e non dalle sue dimensioni.
(ia venne introdotto il fattore di torsione ¢, espresso dalla [86. 13]
come rapporto tra la rigidezza torsionale J, della sezione circolare e
la rigidezza della sezione generica considerata. Cosi possiamo definire
1 cosiddetti fattor: di taglio:

A A

86. 22
_Kl 7 [ ]

X1 —

1n modo che il lavoro di deformazione [86. 20] assuma 1a forma:

721 T21 M2

U, = | . _
c =Ry I +Q2ﬂJ0

[86. 23]
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I1 signmificato dei fattori di taglio appare considerando una distribu-
zione uniforme delle tensioni tangenziali sulla sezione, cioé 7, = 7,/4,
T3 = 15/ A. In questo caso ipotetico le rigidezze a taglio risultereb-
bero I{; = A, K, = A, come mostra uno sviluppo della [86. 17]. I fat-
tori di taglio esprimono dunque il rapporto tra la rigidezza corrispon-
dente a siffatta distribuzione uniforme delle tensioni tangenziali e la
rigidezza corrispondente alla loro distribuzione effettiva per ogni forma,
particolare di sezione.
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